De la editorii traducerii în limba rusă Pe piața globală a literaturii informatice, există multe cărți concepute pentru a preda algoritmi de bază și utilizate în programare Sunt destul de mulți dintre ei și concurează între ei în mare măsură Cu toate acestea, printre ei există o carte specială Acesta este un „Arta programării” în trei volume de D E Knuth, care iese în evidență din toate competițiile, este inclus în fondul de aur al literaturii mondiale despre informatică și este o carte de referință pentru aproape toți cei care sunt asociați cu programarea În calitate de editori, vedem valoarea cărții prin aceea că este destinată nu atât să predea tehnici de programare, cât să predea, dacă este posibil, „arta” programării, oferă o mulțime de rețete pentru îmbunătățirea programelor și, cel mai important , te învață cum să găsești singur aceste rețete Nu este un secret pentru nimeni că programatorii noștri sunt printre cei mai calificați specialiști din lume Ei reprezintă în mod adecvat școala națională de programare și informatică din străinătate, care a adus o contribuție semnificativă la formarea fundamentelor fundamentale ale informaticii Pentru a menține acest nivel și a merge mai departe, este necesar să se publice în timp util cărți în limba rusă care să reflecte principalele realizări mondiale în acest domeniu The Art of Programming, în trei volume, de D E Knuth este o astfel de carte Suntem mândri că bibliotecile programatorilor, profesorilor, studenților, elevilor de liceu și mulți alții vor fi completate cu această carte clasică și că prin aceasta vom contribui la o înțelegere mai profundă a fundamentelor informaticii Suntem profund convinși că cartea „Arta programării” de D E Knuth este capabilă să aducă o persoană mai aproape de perfecțiune Sperăm că ediția noastră rusă a acestei minunate cărți va confirma încă o dată că adevăratele valori nu devin învechite de-a lungul anilor - Victor Shtonda, Gennady Petrikovets, Alexey Orlovich, editori Despre arta programarii Fiecare carte are propriul destin Unele apar pe nesimțite și la fel de imperceptibil dispar în fluxul timpului, acoperite de praf pe rafturile bibliotecilor Alții într-o anumită perioadă sunt căutați în rândul unui cerc restrâns de specialiști, până când vin noi cărți de referință să le înlocuiască Alții, ridicându-se peste timp, exercită o influență puternică asupra dezvoltării tehnologice a societății Nu există atât de multe cărți care se încadrează în această din urmă categorie Eliberarea lor este întotdeauna o sărbătoare Anii trec, tehnologiile se schimbă, dar noile generații își recitesc paginile cu interes constant De asemenea cărți îi aparține lucrarea în mai multe volume a celebrului om de știință american Donald Erwin Knuth „Arta programarii” oferită cititorului Au trecut aproape de ani de la prima ediție în în SUA a acestei cărți A fost tradus în majoritatea limbilor lumii, inclusiv în rusă Până în prezent, pe teritoriul țărilor CSI, cartea în trei volume de D E Knuth a devenit o raritate bibliografică În a fost publicată în SUA cea de-a treia ediție a „Artei programarii”, care păstrează succesiunea de prezentare a materialului versiunilor anterioare, dar a extins semnificativ lista de referințe, care include cele mai recente și mai importante rezultate, a adăugat noi exerciții și comentarii și a eliminat inexactitățile Având în vedere popularitatea la nivel mondial a Artei programarii, ar fi trebuit să ne așteptăm la o nouă ediție tradusă în limba rusă, pe care o țineți în mână, de mult timp Care este succesul The Art of Programming a lui D E Knuth? În primul rând, această carte este un manual excelent pentru scrierea și analiza algoritmilor de computer Secțiunile sale pot fi incluse în multe cursuri universitare despre tehnologii de programare, teoria algoritmilor și matematică discretă Cartea poate fi studiată și de elevii de liceu care sunt familiarizați cu elementele de bază ale programării Ca limbaj principal pentru scrierea algoritmilor, autorul a ales limbajul instrucțiunilor mașinii unui computer universal ipotetic МІХ Acest lucru vă permite să construiți programe optime, ținând cont de caracteristicile computerelor Transferarea programelor MIX pe computere reale sau rescrierea lor în limbi de nivel înalt nu este dificilă Logica modului în care funcționează programele este aproape întotdeauna explicată prin diagrame simple În al doilea rând, materialul atent selectat inclus în carte include principalele clase fundamentale de algoritmi, care într-o formă sau alta sunt cel mai des întâlnite în practica de programare În al treilea rând, un factor important în succesul cărții lui D E Knuth este prezentarea enciclopedică Profesorul Knuth se distinge prin capacitatea sa unică de a urmări o problemă de la fundalul istoric al originii ei până la starea ei actuală Numeroase referiri la operele vechilor maeștri (până în timpul antichității), încadrate într-un context modern, creează cititorului un sentiment deosebit de implicare în dezvoltarea istorică a ideilor și metodelor științifice În al patrulea rând, trebuie remarcată măiestria prezentării Cartea este destinată unei game largi de cititori - de la studenți începători la programatori profesioniști Toată lumea va fi interesată să învețe algoritmi de computer la propriul nivel Material autosuficient Pentru a înțelege esența metodelor, nu este necesară cunoașterea secțiunilor speciale de matematică sau a tehnologiilor speciale de programare Se poate urmări o anumită compoziție „muzicală” a construcției parcelei (acasă, D E Knuth are o orgă mică la care cântă) Lista ingredientelor pentru succesul The Art of Programming poate fi continuată cu ușurință Autorul acestor rânduri a urmat cursul „The Art of Programming” susținut de profesorul Knuth în - în cadrul unui stagiu la Universitatea Stanford Apoi s-a format baza algoritmică a tehnologiilor de programare, la originile cărora s-a aflat D E Knuth Au fost multe discuții, seminarii, idei creative Cărțile semnificative sunt întotdeauna legate de soarta autorului Donald Erwin Knuth a început să lucreze la Arta programarii în Continuă până astăzi Are multe planuri Înaintea noilor volume din „Arta programarii”, pe care cititorii le așteaptă cu nerăbdare — Profesorul Anatoli Anisimov De la editorul de traduceri Au trecut aproximativ de ani de la prima ediție a The Art of Programming de D E Knuth Cu toate acestea, cartea nu numai că nu a devenit depășită, dar rămâne totuși ghidul principal al artei de a programa, o carte din care se învață să înțeleagă esența și trăsăturile acestei arte De-a lungul anilor, a treia ediție a volumelor I și II, precum și ediția a doua a volumului III, a fost deja publicată în limba engleză Autorul a făcut modificări și completări semnificative la acestea Este suficient să spunem că numărul de exerciții aproape s-a dublat, iar multe dintre exercițiile incluse în edițiile anterioare (în special răspunsurile la acestea) au fost modificate Multe capitole și secțiuni au fost suplimentate și revizuite semnificativ, au fost corectate inexactitățile și erorile tipografice, au fost adăugate numeroase referințe noi la literatura de specialitate și s-au folosit rezultatele teoretice din ultimii ani Capitolul a fost modificat semnificativ, în special secțiunile și , precum și secțiunile , , , , , , , etc Desigur, era nevoie de o nouă ediție a cărții Traducerea a fost realizată după ediția a III-a a volumelor I și II și a ediției a II-a a volumului III În plus, sunt luate în considerare completările și corecturile oferite cu amabilitate de către autor La traducere, am încercat să păstrăm stilul autorului, desemnările și modul de prezentare a materialului În cele mai multe cazuri, au fost folosiți termenii adoptați în literatura științifică în limba rusă Echivalentele în limba engleză au fost citate acolo unde este necesar Din multe motive, în special din cauza complexității unor secțiuni, lectura Arta programarii este departe de a fi ușoară Unul dintre motivele care îngreunează înțelegerea cărții este modul în care autorul o prezintă; odată ce te obișnuiești cu ea, poți face mult mai ușor de citit Datorită abundenței materialelor (de multe ori puțin legate între ele), este imposibil să structurați cartea în așa fel încât diverse concepte și definiții să fie introduse imediat la prima mențiune a acestora Prin urmare, în Capitolul , conceptele pot fi discutate fără referire, ale căror definiții riguroase sunt date în volumul al -lea De aceea, rolul indexului subiectelor este atât de mare, fără de care înțelegerea cărții ar fi semnificativ dificilă Sperăm că cititorul nu va fi surprins să găsească referințe la capitolele , și la capitolele ulterioare neincluse în cele trei volume propuse Împreună cu autorul, sperăm că vor fi publicate foarte curând și, bineînțeles, vor apărea imediat în traducere rusă ca o continuare a acestei ediții De asemenea, trebuie acordată atenție notării, departe de a fi întotdeauna standard, folosită de autor Pe lângă definiții, aceste denumiri pot apărea în volumul I și pot fi introduse în al -lea Prin urmare, fără un index de notație, ar fi extrem de dificil să folosești cartea De asemenea, vreau să fiu atent la notația [A], unde A este o afirmație Această intrare se găsește în formule și uneori în text și denotă o valoare egală cu indicatorul A — Profesorul Yu V Kozachenko CUVÂNT ÎNAINTE Dragi cititori! Țineți în mâini cartea pe care ne-ați cerut să o publicăm în mii de scrisori A trebuit să petrecem ani de zile verificând și reverificând cu atenție un număr infinit de rețete și să selectăm pentru tine cele mai bune, cele mai interesante, cele mai perfecte Acum, fără nicio umbră de îndoială, putem spune că dacă urmezi instrucțiunile, atunci fiecare fel de mâncare va ieși la fel pentru tine ca și pentru noi, chiar dacă nu ai mai gătit niciodată — Cartea de bucate McCall ( ) Procesul de pregătire a programelor pentru un computer digital este o activitate foarte interesantă Iar ideea nu este doar că se justifică din punct de vedere economic și științific; poate evoca, de asemenea, experiențe estetice, similare cu cele trăite de oamenii creativi când scriu muzică sau poezie Țineți în mâini primul volum al unei publicații în mai multe volume, al cărei scop este de a oferi cititorului o varietate de cunoștințe și abilități care alcătuiesc meșteșugul programatorului Următoarele capitole nu sunt o introducere în programarea computerelor; se presupune că aveți deja ceva experiență în acest domeniu De fapt, cerințele pentru cititor sunt foarte simple; cu toate acestea, un programator începător va avea nevoie de timp și practică pentru a înțelege ce este un computer digital Deci cititorul trebuie să aibă a) o anumită înțelegere a modului în care un computer digital funcționează cu un program stocat; în același timp, nu este necesar să înțelegeți electronica, principalul lucru este să înțelegeți cum pot fi stocate comenzile în memoria computerului și apoi executate secvenţial; b) abilitatea de a stabili o sarcină în termeni clari și definiți pe care un computer o poate înțelege (calculatoarele nu au inteligență umană, deci fac exact ceea ce li se spune, nici mai mult, nici mai puțin; acest fapt este de obicei cel mai greu de înțeles pentru utilizatorii începători); c) cunoașterea celor mai elementare tehnici informatice, precum bucla (repetarea unui set de instrucțiuni), precum și utilizarea subrutinelor și variabilelor cu indici; d) cunoașterea termenilor uzuali de calculator precum „memorie”, „registre”, „biți”, „virgula mobilă”, „debordare”, „software”; majoritatea termenilor nedefiniți în text sunt explicați într-un index alfabetic la sfârșitul fiecărui volum Aceste patru condiții pot fi probabil combinate într-o singură cerință: cititorul trebuie să aibă experiență în scrierea și depanarea a cel puțin patru programe pentru cel puțin un computer Am încercat să scriu aceste cărți în așa fel încât să poată servi mai multor scopuri diferite În primul rând, sunt un ghid de referință care reunește cunoștințele din mai multe domenii importante ale științei În al doilea rând, ele pot fi folosite ca ajutoare de autoeducație și manuale de programare sau informatică pentru universități În acest sens, am inclus un număr mare de exerciții în text și am oferit răspunsuri la majoritatea dintre ele De asemenea, am încercat să mă concentrez pe fapte, în loc să „vars apă” și să mă angajez într-un raționament general Această carte în trei volume este destinată tuturor celor care sunt interesați serios de computere nu doar pentru profesioniști De fapt, unul dintre obiectivele mele principale a fost să fac metodele de programare mai accesibile oamenilor din alte domenii De regulă, acești specialiști obțin mari beneficii folosind computerele, dar nu își pot permite să petreacă timp căutând informațiile necesare, dintre care bucăți și bucăți sunt împrăștiate în multe reviste tehnice Tema acestor cărți poate fi formulată astfel: „Analiză non-numerică” Calculatoarele sunt de obicei asociate cu rezolvarea problemelor numerice, cum ar fi găsirea rădăcinilor unei ecuații, interpolarea numerică, integrarea etc Dar această carte în trei volume nu acoperă astfel de subiecte (cu excepția cazului în care este necesar să se facă acest lucru pe parcurs) Programarea numerică a computerelor este un domeniu extrem de interesant și în dezvoltare rapidă; S-au scris multe cărți bune pe acest subiect Însă începând cu anii , computerele au fost din ce în ce mai folosite pentru a rezolva probleme în care numerele joacă un rol secundar Acum iese în prim plan capacitatea computerului de a lua decizii și nu doar de a efectua operații aritmetice La rezolvarea problemelor nenumerice, uneori este necesar să se efectueze operații de adunare și scădere, dar nevoia de înmulțire și împărțire apare destul de rar Dar, desigur, chiar și cei care sunt angajați în principal în programarea numerică a computerelor vor beneficia doar de învățarea metodelor non-numerice, deoarece acestea sunt și baza programelor numerice Rezultatele cercetărilor în domeniul analizei non-numerice sunt împrăștiate în multe reviste tehnice Scopul meu a fost să extrag din această cantitate imensă de informații doar metode fundamentale care pot fi aplicate diferitelor tipuri de situații de programare Am încercat să rezum informațiile selectate pentru a obține ceea ce mai mult sau mai puțin poate fi numit „teorie”, precum și pentru a arăta cum să aplicăm această teorie la rezolvarea diferitelor probleme practice Desigur, „analiza non-numerică” este un nume extrem de nefericit pentru acest domeniu al științei Nu are succes în primul rând pentru că conține doar negație alt concept; ar fi mult mai bine să alegeți un termen mai semnificativ care să nu aibă prefixul „nu” Denumirea „prelucrare a informațiilor” acoperă o zonă mai largă decât materialul considerat aici, iar „metode de programare” una mai restrânsă Consider că pentru subiectul abordat în aceste cărți, denumirea cea mai potrivită este analiza algoritmilor, care poate fi descifrată ca „teoria proprietăților anumitor algoritmi de calculator” Setul complet de cărți, intitulat The Art of Programming, are următoarea structură de bază Volumul Algoritmi de bază Capitolul Concepte de bază Capitolul Structuri informaţionale Volumul Algoritmi derivați Capitolul Numere aleatorii Capitolul Aritmetică Volumul Sortare și căutare Capitolul Sortarea Capitolul Volumul Algoritmi combinatori Capitolul Căutare combinatorie Capitolul Recursiune Volumul Algoritmi sintactici Capitolul Căutare lexicografică Capitolul Analiza Volumul acoperă un subiect foarte amplu, deci constă de fapt din trei cărți separate (volumele A, B și C) Există, de asemenea, planuri de a lansa două volume suplimentare pe subiecte mai specializate: Volumul , Teoria Limbilor (Capitolul ) și Volumul , Compilatorii (Capitolul ) h Am început această lucrare în cu intenția de a scrie o singură carte care să conțină toate capitolele enumerate, dar curând mi-am dat seama că era necesar să aprofundez subiectele alese și nu doar „alunecarea peste suprafață” Rezultatul a fost un text atât de lung încât materialul fiecărui capitol a fost mai mult decât suficient pentru a fi studiat pe parcursul unui semestru universitar Și a devenit clar că era necesar să spargeți materialul în mai multe volume separate Știu că o carte care conține doar unul sau două capitole pare destul de ciudat, dar am decis să păstrez numerotarea originală a capitolelor pentru a simplifica referințele încrucișate O versiune prescurtată a volumelor - este planificată pentru a servi ca referință mai generală și/sau manual pentru studenți; va conține cea mai mare parte a materialului din aceste volume, cu informații mai specifice omise Ediția prescurtată va păstra aceeași numerotare a capitolelor ca și ediția completă Volumul poate fi văzut ca „încrucișarea” întregului set de capitole, în sensul că conține informațiile de bază care sunt folosite în toate celelalte cărți Pe de altă parte, volumele - pot fi citite independent unul de celălalt Volumul nu este doar o carte de referință care poate fi folosită ca ghid atunci când citiți celelalte volume; poate servi, de asemenea, ca manual universitar sau ghid de auto-studiu privind structura datelor (concentrarea pe capitolul ) sau matematica discretă (concentrarea pe secțiunile , , și ) sau programarea în limbaj mașină (accent pe secțiunile și ) Aceste capitole sunt scrise dintr-un punct de vedere diferit față de cele mai moderne cărți de programare, adică nu am încercat să învăț cititorul cum să folosească software-ul altcuiva În schimb, mi-am propus să învăț cititorul cum să-și scrie propriile programe de calitate superioară Scopul meu inițial a fost să prezint cititorii la vârful cercetării științifice în fiecare dintre domeniile de studiu luate în considerare Dar este foarte dificil să ții pasul cu treburile unei industrii care este profitabilă din punct de vedere economic; Creșterea explozivă a informaticii mi-a făcut imposibil să-mi realizez visul Figurat vorbind, m-am trezit pe malul unui ocean nemărginit care conține zeci de mii de mici rezultate care au fost obținute de zeci de mii de oameni talentați din întreaga lume Așa că a trebuit să-mi stabilesc un nou obiectiv - să mă concentrez pe metodele „clasice” care vor rămâne relevante timp de multe decenii și să le descriu cât mai bine posibil, cât mai bine În special, am încercat să urmăresc istoria fiecărui subiect și să pun o bază solidă pentru dezvoltarea lui ulterioară Am încercat să folosesc o terminologie precisă, în concordanță cu cea folosită în publicațiile moderne și am încercat să raportez despre toate ideile cunoscute de programare secvențială care se remarcă prin simplitatea și eleganța formulării Acum câteva cuvinte despre conținutul matematic al acestei publicații în mai multe volume Materialul este prezentat în așa fel încât să fie destul de accesibil chiar și persoanelor cu studii medii; vor putea vizualiza fragmente mai complexe sau pur și simplu le vor omite În același timp, cei care au aptitudini pentru matematică vor putea învăța metode matematice interesante legate de matematica discretă O asemenea dualitate de prezentare a informațiilor a fost realizată, pe de o parte, prin atribuirea unui rating fiecărui exercițiu (astfel încât cititorul să poată distinge exercițiile complexe din punct de vedere matematic de cele simple), iar pe de altă parte, datorită unei astfel de organizări a secțiunilor în care principalele rezultate matematice sunt formulate înainte de demonstraţii Dovezile sunt propuse fie să fie efectuate independent ca exerciții (răspunsurile la care sunt date într-o secțiune separată), fie găsite la sfârșitul secțiunii Un cititor care este interesat în primul rând de programare, mai degrabă decât de matematică, poate dori să nu mai citească o secțiune de îndată ce materialul matematic devine prea greu de înțeles Pe de altă parte, cititorul-matematician va găsi pentru el însuși o mulțime de fapte interesante Multe publicații matematice pe tema programarii au fost eronate, așa că unul dintre scopurile acestei cărți este de a oferi cititorului fundamentul matematic corect pentru subiectul prezentării Și din moment ce mă consider un matematician, directul meu datoria este sa prezint corect (in masura in care pot) materialul din punct de vedere matematic Pentru a citi cea mai mare parte a materialului matematic, cunoștințele de matematică elementară sunt destul de suficiente, deoarece aproape tot restul teoriei este dezvoltată aici Dar uneori am nevoie de teoreme mai profunde în teoria variabilelor complexe, teoria probabilității, teoria numerelor etc În astfel de cazuri, mă refer la cărți care conțin o prezentare detaliată a acestor subiecte Cea mai grea decizie pe care a trebuit să o iau în pregătirea acestor cărți a fost cum să reprezint diferitele metode: Avantajele diagramelor de flux și ale descrierilor pas cu pas ale algoritmilor sunt binecunoscute; aceste probleme sunt discutate în articolul „Diagrame de flux desenate de computer” din ACM Communications, Voi (septembrie ), paginile - Pentru a descrie orice algoritm computerizat, este nevoie și de un limbaj formal și precis Așa că a trebuit să decid ce limbă să folosesc: una algebrică precum ALGOL sau FORTRAN, sau una orientată pe mașină Probabil că mulți dintre informaticienii de astăzi nu vor fi de acord cu decizia mea de a folosi un limbaj orientat pe mașini, dar sunt convins că a fost alegerea corectă Există următoarele motive pentru aceasta a) Un programator este foarte influențat de limbajul în care sunt scrise programele În prezent, tendința predominantă este de a alege cele mai simple, și nu cele mai optime constructii de limbaj pentru un computer Iar un programator care cunoaște un limbaj orientat spre mașină se străduiește să folosească metode mai eficiente și să creeze astfel programe mai bune b) Toate programele de care avem nevoie, scrise într-un limbaj orientat către mașină, cu rare excepții, vor avea dimensiuni reduse Și asta înseamnă că dacă avem un computer cu o putere de calcul minimă, nu vom avea probleme cu utilizarea unor astfel de programe c) Limbajele de nivel înalt sunt inadecvate pentru a discuta detalii importante de nivel scăzut, cum ar fi comunicarea corutine, generarea de numere aleatoare, aritmetica de înaltă precizie și multe alte probleme eficiente din punct de vedere al memoriei d) Oricine este interesat serios de calculatoare ar trebui să aibă o bună cunoaștere a limbajului mașină, deoarece acesta stă la baza funcționării unui computer e) O oarecare cunoaștere a limbajului mașină este necesară în orice caz pentru a înțelege rezultatul programelor prezentate în multe dintre exemple f) Noile limbi algebrice vin și depășesc la modă cam la fiecare cinci ani, în timp ce încerc să vorbesc despre „adevăruri eterne” Pe de altă parte, recunosc că scrierea programelor în limbaje de nivel înalt și depanarea acestor programe este mult mai ușoară De fapt, din , eu însumi am folosit rar limbaj de mașină de nivel scăzut pentru propriile mele programe, deoarece computerele moderne au o cantitate mare de memorie și viteză mare Dar pentru a rezolva multe dintre problemele discutate în aceasta carte, cel mai important lucru este arta de a programa De exemplu, unele calcule combinatorii trebuie repetate de trilioane de ori și vom economisi aproximativ , zile de muncă prin reducerea timpului de calcul în bucla interioară cu doar o microsecundă În mod similar, este logic să depuneți efort suplimentar pentru a scrie un program care va fi folosit de mai multe ori în fiecare zi pe multe computere, mai ales că programul trebuie scris o singură dată Și dacă decideți să utilizați un limbaj orientat către mașină, atunci care limbă ar trebui să fie preferată? Aș putea alege un limbaj pentru o anumită mașină X, dar atunci cei care folosesc un alt computer vor crede că această carte este scrisă doar pentru proprietarii mașinii X Mai mult, mașina -V are probabil multe caracteristici care sunt perfect materialul în această carte nu este aplicabilă, dar trebuie totuși precizată Și, în sfârșit, în doi ani, producătorul mașinii X va produce mașina X - , sau SAG, iar computerul X nu va mai interesa nimănui Pentru a rezolva această problemă, am încercat să proiectez un computer „ideal” cu reguli de funcționare foarte simple (care pot fi învățate în, să zicem, doar o oră) și foarte asemănătoare cu mașinile reale Nu există niciun motiv ca un elev să evite să învețe caracteristicile diferitelor computere; dupa invatarea unei limbi, toate celelalte vor fi asimilate mult mai usor În plus, un programator serios trebuie să fie pregătit pentru faptul că în cursul activității sale va trebui să se ocupe de diferite limbaje de mașină Prin urmare, există un singur dezavantaj al folosirii unei mașini fictive - dificultatea de a rula programe scrise pentru aceasta Din fericire, aceasta nu este cu adevărat o problemă, deoarece mulți voluntari s-au oferit să scrie mașini simulate pentru mașina ipotetică Aceste simulatoare sunt ideale pentru predare și sunt chiar mai ușor de lucrat decât cu un computer real Am încercat să fac link la cele mai bune articole vechi pe fiecare subiect, precum și să menționez lucrări mai noi Când mă refer la sursele literare, am folosit abrevierile standard pentru titlurile periodicelor, cu excepția revistelor cel mai frecvent citate, pentru care s-au folosit următoarele abrevieri Cu ACM - Comunicațiile Asociației pentru Mașini de Calcul JACM - Jurnalul Asociației pentru Mașini de Calcul Comp J - The Computer Journal (British Computer Society) Matematică Comp — Matematica calculului AMM-American Mathematical Monthly SICOMP - SIAM Journal on Computing FOCS - Simpozion IEEE privind fundamentele informaticii SODA - Simpozion ACM-SIAM despre algoritmi discreti STOC - Simpozion ACM de Teoria Calculului Crelle De exemplu, „CACM ( ), - ” înseamnă o referire la jurnalul menționat în unul dintre paragrafele anterioare ale acestei prefețe De asemenea, am folosit abrevierea „CMath” pentru a face referire la Matematica concretă, la care se face referire în introducerea la secțiunea Majoritatea materialului tehnic din aceste cărți se află în exerciții Dacă ideea unui exercițiu non-trivial nu mi-a aparținut, atunci am încercat să-i menționez autorul Referințele la literatură sunt de obicei date în textul secțiunii sau în răspunsul la exercițiu Dar, în multe cazuri, exercițiile se bazează pe material nepublicat care nu poate fi referit Pe parcursul anilor lungi de lucru la aceste cărți, m-au ajutat mulți oameni, cărora le sunt recunoscător din suflet În primul rând, vreau să-mi exprim recunoștința soției mele Jill pentru răbdarea ei nesfârșită, pentru pregătirea unora dintre ilustrații și pentru ajutorul constant în toate De asemenea, îi sunt recunoscător lui Floyd Robert W pentru că a dedicat atât de mult timp în anii îmbunătățirii și aprofundării acestui material Mii de alți oameni mi-au oferit și un ajutor neprețuit Ar fi nevoie de o altă carte ca aceasta doar pentru a le enumera numele! Mulți dintre ei mi-au permis să folosesc vechea lor lucrare nepublicată Cercetările mele de la Caltech și Universitatea Stanford au fost finanțate cu generozitate de Fundația Națională pentru Știință și de Biroul de Cercetare Navală Addison-Wesley mi-a fost de mare ajutor și sprijin încă de când am început proiectul în Mi se pare că pentru toți acești oameni cea mai bună recunoștință este această publicație Arată că contribuțiile lor au dus la cărți în care sper că am scris ceea ce se așteptau Prefață la cea de-a treia ediție După ce am petrecut zece ani dezvoltând sistemele de tastare computerizată METAFONT și TgX, acum îmi pot îndeplini visul de a folosi aceste sisteme pentru a scrie cartea The Art of Programming În cele din urmă, am reușit să introduc textul integral al acestei cărți într-un computer personal și să obțin astfel versiunea electronică a acesteia, ceea ce îmi va permite să fac orice modificări în tehnologia de imprimare și afișare în viitor Acest mod de lucru mi-a oferit oportunitatea de a face literalmente mii de îmbunătățiri; Am realizat ceea ce am visat atât de mult timp În această nouă ediție, am putut să verific fiecare cuvânt al textului, încercând să păstrez vigoarea tinerească a cercetării mele originale și, în același timp, să aduc o mai mare maturitate a judecății Au fost adăugate zeci de exerciții noi, iar zeci de exerciții vechi au primit răspunsuri noi sau îmbunătățite /£\ Astfel, lucrarea la cartea The Art of Programming continuă De aceea, unele părți ale acestei cărți încep cu pictograma „În procesul de construcție” (acesta este un fel de scuze pentru faptul că nu sunt date cele mai recente date) Dosarele mele sunt pline de materiale importante pe care plănuiesc să le includ în cea de-a patra ediție finală, glorioasă, a volumului ; va ieși probabil peste ani Dar mai întâi trebuie să termin volumele și Vreau să fie publicate imediat ce sunt gata de tipărire O mare parte din munca grea în pregătirea acestei noi ediții a fost făcută de Phyllis Winkler și Silvio Levy, care au scris și editat textul pentru a doua ediție în mod profesionist, și de Jeffrey Oldham, care a convertit aproape toate ilustrațiile originale în format METAPOST Am corectat toate erorile pe care cititorii vigilenți (Barry) le-au găsit în a doua ediție (precum și erorile pe care, vai, nimeni nu le-a observat), și am încercat să evit introducerea de noi erori în noul material Cu toate acestea, recunosc că mai rămân unele defecte și aș dori să le corectez cât mai curând posibil Prin urmare, pentru fiecare greșeală de tipar*, precum și pentru o eroare legată de substanța materialului prezentat sau de informațiile istorice furnizate, voi plăti cu plăcere , USD primei persoane care îl găsește Pagina Web listată pe spatele paginii de titlu conține o listă curentă a tuturor erorilor raportate mie** Stanford, California, aprilie Lumea s-a schimbat în ultimii douăzeci de ani — Bill Gates (ВіІІ Gates) ( ) Aceasta se referă la originalul acestei publicații — Aprox rei Au fost corectate erorile cunoscute la momentul pregătirii ediției rusești — Aprox ed Începeți O diagramă a procedurii de citire a cărților din această serie Procedura de citire a cărților din această serie Începeți să citiți această procedură dacă nu ați făcut-o deja Procedați exact conform pașilor indicați (Forma generală a acestei proceduri și diagrama de flux însoțitoare vor fi utilizate pe tot parcursul cărții ) Citiți notele pentru exerciții (pag - ) Setați N la Începeți să citiți capitolul N Nu citiți epigrafele plasate la început Sunteți interesat de subiectul acestui capitol? Dacă da, treceți la pasul ; dacă nu, treceți la pasul N , atunci ecuația xn + yn = zn este nerezolvabilă în numere întregi pozitive x, y, z Am discutat această problemă din toate părțile În fața noastră sunt faptele enunțate sistematic și în ordine — HERCULE POIROT, Crima pe Orient Express ( ) NOȚIUNI DE BAZĂ Mulți oameni non-matematici cred că, deoarece scopul motorului analitic al lui Babbage este de a produce rezultate sub formă numerică, natura proceselor care au loc în el trebuie să fie aritmetică și numerică, nu algebrică și analitică Dar ei greșesc Mașina poate aranja și combina valorile numerice în același mod ca literele sau orice alte caractere generale De fapt, în condițiile adecvate, ar putea produce rezultate și în formă algebrică - AUGUSTA ADA, Contesa de Lovelace* ( ) Vă rog, pentru dragostea pentru tot ce este sfânt, mai întâi să învățați simplul și abia apoi să treceți la complex - EPICTET (EPICTET), Convorbiri iv i ALGORITMI Conceptul de algoritm este fundamental pentru întregul domeniu al programării computerelor, așa că trebuie să începem cu o analiză amănunțită a acestui termen Cuvântul „algoritm” (algoritm) (uneori este folosit cuvântul învechit „algoritm” - Notă, trad ) este deja de mare interes în sine La prima vedere, ar putea părea că cineva avea de gând să scrie cuvântul „logaritm” (logaritm), dar a rearanjat accidental primele patru litere Acest cuvânt nu a fost încă în ediția din a Webster's New World Dictionary Găsim acolo doar forma învechită „algorism” – un cuvânt vechi care înseamnă „efectuarea de operații aritmetice folosind cifre arabe” În Evul Mediu, abacuștii numărau pe abacus (tablete de numărare), iar algoritmii foloseau „algorism” În timpul Renașterii, originea acestui cuvânt a fost uitată Unii lingviști din acea vreme au încercat să-și explice sensul prin combinare * Fiica marelui poet englez J G Byron, care este considerat fondatorul programării Majoritatea ideilor și principiilor de programare pentru motorul analitic al lui Babbage au fost discutate în cartea ei „Comentarii” cuvintele algiros [bolnav] și aritme [număr], alții nu au fost de acord cu această interpretare și au susținut că acest cuvânt provine de la „Regele Algor al Căștilei” În cele din urmă, istoricii matematicii au descoperit adevărata origine a cuvântului „algorism”: acesta provine din numele autorului celebrului manual persan de matematică, Ay 'Abd Allăh Muhammad ibn Mtisă al-Khwârizmî (Abu Abd Allah Muhammad ibn Musa al -Khwarizmi) (c î Hr ) ), adică literalmente „Tatăl lui Abdullah, Mohammed, fiul lui Musa, originar din Khorezm”* Marea Aral din Asia Centrală a fost numită cândva Lacul Khorezm, iar regiunea Khorezm (Khwârizm) este situată în bazinul râului Amu Darya la sud de această mări Al-Khwarizmi a scris celebra carte Kitâb al-jabr wa'l-muqâbala (Kitab al-jabr wal-muqabala — „Cartea restaurării și a opoziției”) Din titlul acestei cărți, care a fost dedicat rezolvării ecuațiilor liniare și pătratice, a existat un alt cuvânt - „algebră” [Viața și munca științifică a lui al-Khwarizmi sunt discutate în lucrarea lui N Zemanek, Lecture Notes in Computer Science ( ), - ] Treptat, forma și sensul cuvântului algorism au devenit distorsionate; după cum se explică în Oxford English Dictionary, cuvântul „a suferit multe distorsiuni pseudo-etimologice, inclusiv ultima variantă a algoritmului, unde a avut loc confuzie” cu cuvântul rădăcină de origine greacă aritmetică Această trecere de la „algorism” la „algoritm” pare destul de firească având în vedere faptul că originea cuvântului în cauză a fost complet uitată Vechiul dicționar matematic german Vollstandiges mathematisches Lexicon (Leipzig, ) oferă următoarea definiție a cuvântului algoritm: „Acest termen include conceptul a patru tipuri de operații aritmetice, și anume: adunare, înmulțire, scădere și împărțire ” Expresia latină algorithmus infinitezimalis la acea vreme era folosită pentru a defini „modurile de efectuare a operațiilor asupra valorilor infinitezimale descoperite de Leibniz” Până în , cuvântul „algoritm” era cel mai frecvent asociat cu algoritmul lui Euclid, care este procesul de găsire a celui mai mare divizor comun al două numere Acest algoritm este dat în cartea lui Euclid Elements (cartea , propozițiile și ) Cred că are sens să oferim o descriere a acestui algoritm aici Algoritmul E (Algoritmul lui Euclid) Sunt date două numere întregi pozitive m și n Este necesar să se găsească cel mai mare divizor comun al lor, adică cel mai mare număr întreg pozitiv care împarte exact ambele numere E [Aflarea restului ] Împărțiți m la n și fie restul împărțirii egal cu r (unde n ] Dacă mn (unu) Se spune că o secvență calculată se termină în k pași dacă k este cel mai mic număr întreg pentru care x^ aparține lui Q și că dă valoarea de ieșire Xk pentru un x dat (Rețineți că dacă Xk aparține lui Q, atunci și x&+i aparține lui Q, deoarece în acest caz = x*, ) Unele secvențe calculate pot să nu se termine niciodată, dar un algoritm este o metodă de calcul care se termină după un număr finit de pași pentru toți x de la i De exemplu, algoritmul E în acești termeni poate fi formalizat după cum urmează Fie elementele mulțimii Q toate mărimile (n), toate perechile ordonate (zn, n) și toate cvadruplele ordonate (m, n, z, ), (m, n, z, ) și (m, n) , p, ), unde m, n și p sunt numere întregi pozitive și ? este un număr întreg nenegativ Fie I submulțimea tuturor perechilor (m,n) și Q submulțimea tuturor mărimilor (n) Definim functia f astfel: = (m, n, , ); /((n)) = (n); /((m,n,r, )) = (m, n, restul lui m împărțit la n, ); /((m, n, r, )) = (n) dacă r = , (m, n, r, ) în caz contrar; /((m, n, p, )) = (n, p, p, ) Corespondența dintre această notație și algoritmul E este evidentă Această formulare a conceptului de „algoritm” nu include constrângerea de eficiență menționată mai devreme De exemplu, Q poate fi un set de secvențe infinite care nu pot fi calculate cu creion și hârtie, iar f poate include operații pe care un simplu muritor nu le poate efectua întotdeauna Dacă dorim să restrângem conceptul de „algoritm” în așa fel încât să poată conține doar operații elementare, atunci introducem restricții asupra elementelor Q, I, Q și /, de exemplu, după cum urmează Fie A o mulțime mărginită de litere și A* mulțimea tuturor șirurilor definite pe mulțimea A (adică mulțimea tuturor secvențelor ordonate xjiz ■ ■ xn, unde n > și Xj aparține lui A pentru , atunci n > n ” Să presupunem că trebuie să demonstrăm că afirmația P(n) este adevărată pentru toate numerele întregi pozitive n Există o metodă importantă de a demonstra acest fapt, care este după cum urmează a) Demonstrați că P( ) este adevărată b) Demonstrați că „dacă P( ), P( ), , P(n) sunt adevărate, atunci P(n + ) este și adevărată”; această dovadă trebuie să fie valabilă pentru orice număr întreg pozitiv n Ca exemplu, luați în considerare următoarele egalități cunoscute din cele mai vechi timpuri, pe care mulți cercetători le-au descoperit independent unul de celălalt: = I , + = + + = Z , W + + + = , + + + + = În general, aceste egalități pot fi scrise după cum urmează: + + • • • + ( n - ) = n Să numim această afirmație P(yi) și să demonstrăm că este adevărată pentru orice n pozitiv Conform metodei descrise mai sus, avem următoarele a) „P( ) este adevărată deoarece = I ” b) „Dacă toate afirmațiile P( ), , P(n) sunt adevărate, atunci, în special, P(n) este și adevărată; prin urmare, relația ( ) este satisfăcută Adăugând n + la ambele părți ale acestei ecuații, obținem + + • • ■ + ( n - ) + ( n + ) = n + n + - (n + I) Astfel, afirmația P(n + ) este de asemenea adevărată ” Această metodă poate fi considerată o procedură de demonstrare algoritmică Într-adevăr, următorul algoritm demonstrează afirmația P(ri) pentru orice număr întreg pozitiv n în ipoteza că n (a) și (b) au fost deja făcute Algoritmul I (Construiți o demonstrație) Pentru un număr întreg pozitiv dat n, acest algoritm (Fig ) va produce o dovadă că P(n) este adevărat [Demonstrați P( ) ] Atribuiți la - și conform punctului (a) produceți o demonstrație a lui P( ) [k - n?] Dacă k = n, se încheie algoritmul; a fost eliberată dovada cerută [Demonstrați P(k + ) ] Conform punctului (b), dați o dovadă că „Dacă toate afirmațiile P( ), , P(k) sunt adevărate, atunci P(k + ) de asemenea corect” Ieșiți expresia „Am demonstrat deja că dacă afirmațiile P( ), , P(k) sunt adevărate, atunci P(k + ) este și adevărată ” [Măriți /g ] Creșteți k cu și treceți la pasul | Orez Algoritmul I: inducţia matematică Deoarece acest algoritm produce o demonstrație a lui P(n) pentru orice n dat, metoda de demonstrare formulată în sec (a) și (b) sunt justificate logic Se numește demonstrație prin inducție matematică Conceptul de inducție matematică ar trebui să fie distins de ceea ce se numește de obicei metoda inductivă în practica științifică Această metodă constă în faptul că omul de știință face unele observații și creează „prin inducție” o teorie generală sau propune o ipoteză care explică aceste fapte De exemplu, pe baza celor cinci relații ( ) de mai sus, am putea formula relația ( ) În acest sens, inducția nu este altceva decât o presupunere sau o încercare de a explica o anumită situație; matematicienii numesc acest lucru un rezultat empiric sau o presupunere Pentru a clarifica esența problemei, luați în considerare un alt exemplu instructiv Fie p(n) numărul de partiții ale numărului n, adică numărul de moduri diferite de a scrie numărul, n, ca sumă de numere întregi pozitive (ordinea termenilor nu contează) Întrucât pentru numărul există exact șapte astfel de moduri de a scrie, i e + + + + = + + + = - + = + + = + = + = , apoi p( ) = De fapt, în de fapt, setarea primelor cinci valori ale funcției p(n) este destul de ușoară: p( ) = , p( ) = , p( ) = , p( ) = , p(t) = Pe această bază, am putea formula preliminar prin inducție ipoteza că șirul p( ), p( ), parcurge mulțimea numere prime Pentru a testa această ipoteză, continuăm calculele și găsim p( ) Ura! p( ) = , ceea ce confirmă ipoteza noastră [Dar, din nefericire, se dovedește că p( ) este egal cu Din păcate, totul se duce la scurgere și trebuie să o iei de la capăt Se știe că valorile lui p(n) diferă în comportament destul de complex, deși S Ramanujan a reușit să ghicească și să demonstreze multe fapte remarcabile despre aceste numere Pentru mai multe informații, vezi G H Hardy, Ramanujan (Londra: Cambridge University Press, ), cap și ] Inducția matematică nu are nimic de-a face cu metoda inductivă pe care tocmai am descris-o Aceasta nu este o presupunere, ci o dovadă de nerefuzat a afirmației; Voi spune mai multe: aceasta este o dovadă a unui număr infinit de enunțuri, câte una pentru fiecare n Această metodă se numește „inducție” doar pentru că mai întâi trebuie să prezentați o presupunere despre ceea ce trebuie să dovediți și apoi să aplicați metoda inducției matematice De acum înainte, cuvântul „inducție” din carte va fi folosit doar pentru a se referi la demonstrarea prin inducție matematică Există o modalitate geometrică de a demonstra relația ( ) Pe fig pentru n = arată că n celule sunt împărțite în grupuri de + H + ( n - ) celule Dar, până la urmă, acest desen poate fi considerat o „dovadă” doar dacă arătăm că această construcție poate fi realizată pentru orice n Și aceasta, în esență, va fi o dovadă prin inducție În demonstrația noastră a relației ( ), a fost folosit doar cazul special (b); am arătat pur și simplu că validitatea lui P(n) implică valabilitatea lui P(n + ) Acesta este un caz foarte important care apare destul de des, dar în exemplul următor suma este pătrată, vor fi ilustrate posibilitățile mai largi metoda de inducție matematică Să definim șirul lui Fibonacci Fq, Fi, F?, folosind următoarea regulă: Fq = , Fi = , iar fiecare termen ulterior este egal cu suma celor doi anteriori Astfel, primii termeni ai acestei secvențe arată astfel: , , , , , , , , (vom studia această secvență mai detaliat în secțiunea ) Și acum demonstrăm că dacă notăm numărul ( + x / ) / cu φ, atunci avem Fn , atunci știm, în special, că P(n - ) și F(n) sunt adevărate Prin urmare, Fn-i Acest lucru a fost necesar, deoarece pentru n = referința la P( n - ) = P( ) ar fi ilegal Inducția matematică poate fi folosită și pentru a demonstra fapte despre algoritmi Să luăm în considerare următoarea generalizare a algoritmului lui Euclid Algoritmul E (algoritmul generalizat al lui Euclid) Sunt date două numere întregi pozitive Este necesar să găsiți cel mai mare divizor comun al lor * d și două numere întregi a și b astfel încât am + bn = d El [Inițializare] Atribuiți a' - b - , a +- b' +- , c - t, d - st E [Diviziunea ] Fie q și r câtul și, respectiv, restul împărțirii lui c cu d (Atunci c = qd + r, unde și m nu este un multiplu al lui n d Și deoarece r este necesară în A pentru ca operația E să aibă sens ) De asemenea, trebuie arătat că AJ decurge din (presupunând r = ), iar AJ rezultă din (furnizează r ) A , etc Toate acestea se dovedesc foarte simplu Dacă demonstrăm afirmația ( ) pentru fiecare bloc, atunci toate notele de la săgeți vor fi adevărate în orice caz de execuție a algoritmului Acum putem aplica inducția asupra numărului de pași, adică asupra numărului de săgeți din diagrama bloc La trecerea primei săgeți (cea care iese din blocul „Start”), afirmația A este adevărată, deoarece presupunem întotdeauna că valorile de intrare îndeplinesc condițiile date Astfel, declarația care corespunde primei săgeți este Adevărat Dacă afirmația care corespunde săgeții a n-a este adevărată, atunci conform ( ) este adevărată și afirmația care corespunde săgeții (n + )-a Pornind de la această metodă generală, demonstrarea corectitudinii unui algoritm dat se rezumă, evident, la găsirea afirmațiilor corecte corespunzătoare săgeților diagramei bloc Odată ce acest obstacol inițial a fost depășit, tot ce rămâne este corvoada de a demonstra că fiecare afirmație la intrarea într-un bloc implică o aserțiune la ieșirea din bloc De fapt, după ce vii cu cea mai dificilă dintre aceste afirmații, nu este dificil să le găsești pe toate celelalte Să presupunem că dacă sunt date enunțurile A , A A și A , este deja clar care ar trebui să fie enunțurile A , A și A În a noastră În exemplul celor mai mari eforturi creative, se va cere dovada afirmației A ’, totul în rest, în principiu, ar trebui să iasă automat Prin urmare, nu am încercat să dau dovezi formale pentru algoritmii dați în carte cu gradul de detaliu care este reflectat în Fig Este destul de suficient să formulăm doar afirmațiile principale De obicei, acestea sunt date fie în timpul discuției despre algoritm, fie sunt date între paranteze în textul algoritmului însuși Această abordare de a demonstra corectitudinea unui algoritm are un alt aspect, și mai important: reflectă modul în care înțelegem algoritmul Dacă vă amintiți, în secțiunea v-am avertizat să nu citiți algoritmii ca pe un roman Recomand să testați algoritmul pe exemplul unuia sau a două seturi de date de intrare Și acest lucru nu este întâmplător, deoarece o „execuție” de probă a algoritmului vă va ajuta să formulați mental declarații corespunzătoare săgeților de pe diagramă Autorul este ferm convins că adevărata încredere în corectitudinea algoritmului vine doar atunci când toate afirmațiile prezentate în Fig Aceasta duce la concluzii psihologice importante privind transferul unui algoritm de la o persoană la alta Ideea este că atunci când explici altcuiva un algoritm, trebuie întotdeauna să formulezi în mod explicit principalele afirmații care sunt greu de obținut automat De exemplu, în cazul algoritmului E, este necesar să se menționeze afirmația A Dar cititorul vigilent, desigur, a observat un decalaj mare în ultima noastră demonstrație a algoritmului E Nu implică nicăieri că algoritmul are proprietatea de finit, adică, mai devreme sau mai târziu, execuția sa se va termina Am demonstrat doar că dacă algoritmul este finit, atunci dă rezultatul corect! (De exemplu, rețineți că algoritmul E mai are sens dacă variabilele sale m, n, c, d și r iau valori de tipul u + v y/ , unde u și v sunt numere întregi* Variabilele q, a , b, a', b' ar trebui să ia în continuare valori întregi Dacă, de exemplu, sunt introduse valorile \u b\u de - y / și n - - x / , atunci rezultatul va fi „cel mai mare divizor comun” d \u d - x / și coeficienții a - - , b \u d - Chiar și cu această extindere a ipotezelor inițiale, dovezile afirmațiilor de la A la A rămân valabile Prin urmare, în orice etapă a acestei proceduri, toate afirmațiile sunt adevărate Dar dacă începem cu valorile m = și n = x/ , atunci calculele nu se vor termina niciodată (a se vedea exercițiul Prin urmare, nu urmează din demonstrația afirmațiilor A -A că algoritmul este finit ) Dovezile de finit ale algoritmilor sunt de obicei efectuate separat Dar în ex arată că în multe cazuri importante metoda de mai sus poate fi generalizată pentru a include dovada caracterului finit ca rezultat intermediar Deci, am demonstrat deja de două ori corectitudinea algoritmului E Pentru a fi consecvenți până la final, ar trebui să încercăm să demonstrăm că și primul algoritm din această secțiune, și anume algoritmul I, este corect La urma urmei, în esență, am folosit algoritmul I pentru a arăta corectitudinea oricărei demonstrații prin inducție Dar dacă încercăm să dovedim că algoritmul I funcționează corect, intrăm într-o dilemă: nu o putem face fără a folosi din nou inducția! Deci, se dovedește un cerc vicios * Definiția împărțirii cu rest în acest caz este dată în soluția de exercițiu - Aprox ed Recent, se obișnuiește să se demonstreze orice proprietate a numerelor întregi folosind inducția într-o direcție sau alta La urma urmei, dacă ne întoarcem la conceptele de bază, vom vedea că numerele întregi sunt, în esență, determinate de inducție Prin urmare, putem lua ca axiomă afirmația că orice număr întreg pozitiv n este fie egal cu , fie poate fi obținut luând ca valoare inițială și adăugând succesiv unul Acest lucru este suficient pentru a dovedi corectitudinea algoritmului I [Pentru o discuție mai detaliată a conceptelor fundamentale legate de numerele întregi, vezi Leon Henkin, On Mathematical Induction, AMM ( ), - ] Astfel, metoda inducției matematice este profund legată de conceptul de număr Primul european care a folosit metoda inducției matematice pentru a obține dovezi riguroase în a fost omul de știință italian Francesco Maurolico La începutul secolului al XVII-lea, Pierre de Fermat a perfecționat această metodă; a numit-o metoda descendenței infinite Această noțiune este folosită în mod explicit și în ultimele scrieri ale lui Blaise Pascal ( ) Termenul de „inducție matematică” a fost inventat se pare de A De Morgan la începutul secolului al XIX-lea [Cm AMM ( ), - ; ( ), - ; Arc Hist Exact Sci ( ), - ] Pentru o discuție mai detaliată a metodei inducției matematice, a se vedea G Polya, Induction and Analogy in Mathematics (Princeton, NJ: Princeton University Press, ), Capitolul („Mathematics and Raționament plauzibil”; vol , „Inducție și analogie în matematică” (Moscova: Izd inostr , lit , ), cap ) Metoda de mai sus de demonstrare a algoritmilor folosind instrucțiuni de săgeți și inducție se datorează în esență lui R W Floyd El a arătat că definiția semantică a fiecărei operații într-un limbaj de programare poate fi formulată ca o regulă logică Această regulă specifică exact ce afirmații pot fi adevărate după efectuarea operației, dacă se știe care afirmații sunt adevărate înainte de efectuarea operației [Cm „Atribuirea de semnificații programelor”, Proc Symp Appl Matematică, Amer Matematică Soc , ( ), - ] Idei similare au fost avansate în mod independent de Peter Naur, BIT ( ), - , care a numit afirmațiile corespunzătoare săgeților din diagramele de flux instantanee generale (instantanee generale) Trebuie clarificat faptul că conceptul de „invariant” a fost introdus de C E R Hoare (C A R Noage) (de exemplu, vezi CACM ( ), - ) În publicațiile ulterioare, s-a considerat că este mai avantajos să se inverseze direcția dată de Floyd, adică să se plece de la o afirmație care trebuie îndeplinită după operație și să se demonstreze că „cea mai slabă condiție prealabilă”, care trebuie să aibă loc înainte ca executarea acestei operaţii să aibă loc efectiv Această abordare vă permite să dezvoltați noi algoritmi luând caracteristicile datelor de ieșire dorite ca punct de plecare și deplasându-vă în direcția opusă (adică, în sus în diagrama bloc) Dacă această condiție este îndeplinită, algoritmii rezultați vor fi neapărat corecti [Cm E W Dijkstra, CACM ( ), - ; A Discipline of Programming (Prentice-Hall, ) ] De fapt, începuturile ideii de enunțuri inductive au apărut în , pe vremea când H G Goldstein (N N Goldstine) și J von Neumann (J von Neumann) au inventat organigramele Diagramele lor originale au inclus „blocuri de instrucțiuni” care sunt foarte asemănătoare cu declarațiile prezentate în Figura [Cm John von Neuiiiiann, CoHected Works (New York: Macmillan, ), - A se vedea, de asemenea, primele comentarii ale lui A M Turing privind validarea algoritmului în Raportul unei conferințe privind mașinile automate de calcul de mare viteză (Cambridge Univ , ), - și figuri Această lucrare este republicată cu comentarii de F L Morris și C B Jones în Annals of the History of Computing ( ), - ] În înțelegerea teoriei programelor, una sau două afirmații care descriu starea mașinii în momente de timp alese cu grijă pot fi de mare ajutor Cea mai înaltă formă de metodă teoretică este furnizarea de dovezi matematice irefutabile pentru enunțuri Și cea mai înaltă formă de metodă experimentală este testarea unui program pe o mașină pentru diferite condiții inițiale și declararea lui bună dacă afirmațiile sunt valabile în fiecare caz Fiecare dintre metode are dezavantajele sale — A M TURING, Ferranti Mark l Manual de programare ( ) EXERCIȚII [ ] Explicați cum poate fi modificată ideea de a demonstra prin inducție matematică dacă o aserțiune P(n) trebuie dovedită pentru toate numerele întregi nenegative, adică pentru n = , , , , nu pentru n = , , , & [ ] Găsiți o eroare în următoarea demonstrație „Teorema Fie a orice număr pozitiv Pentru toate numerele întregi pozitive n avem an I = Demonstrație Dacă n \u d , a "- \u d a - \u d a \u d Prin inducție, presupunând că teorema este adevărată pentru , , , n, avem a(n+i)- =ap = " C" = ix = prin urmare, teorema este valabilă și pentru n - ” [ S] Următoarea demonstrație prin inducție pare corectă, dar din cauza de neînțeles Prin urmare, pentru n = , partea stângă a ecuației dă l + j + yj + ^j + jj = |, iar partea dreaptă dă | | | Ce s-a întâmplat? „Teorema + ^ + + * = z x x (nl)xn p Dovada Folosim inducția pe n Pentru n = , demonstrația este evidentă: / - /n = /( x ) Presupunând că teorema este adevărată pentru n, avem: x + (n - ) xn^n x (n + ) / \ = " n n(n+ ) n \n n+ ) n + [ ] Demonstrați că numerele Fibonacci satisfac nu numai relația ( ), ci și inegalitatea Fn > φn~ [ ] Un număr prim este un număr întreg mai mare decât unul care este divizibil doar cu și cu el însuși Folosind această definiție și metoda de inducție matematică, demonstrați că orice număr întreg mai mare decât unu poate fi scris ca produs al unuia sau mai multor numere prime (Pentru comoditate, vom presupune că un număr prim este „produsul” unui număr prim, adică el însuși ) [ ] Demonstrați că dacă relațiile ( ) sunt adevărate imediat înainte de executarea pasului E , atunci sunt adevărate și după executarea acestuia [ ] Formulați și demonstrați prin inducție regula de calcul a sumelor I , - I , - + , - + - I , - + - + I etc ► [ ] (a) Demonstrați prin inducție următoarea teoremă a lui Nicomah (c d Hr ): I = , = + , = + + , = + + + etc * (b) Folosiți acest rezultat pentru a demonstra formula remarcabilă + +- ■ +n = ( + +- • +n) [Cometariu O interpretare geometrică interesantă a acestei formule, propusă autorului de R V Floyd, este prezentată în fig Ideea acestei construcții este legată de teorema Nicomah și fig Alte dovezi „ilustrative” pot fi găsite în Martin Gardner, Knotted Donuts (New York: Freeman ), Capitolul și JH Conway, RK Guy, The Book of Numbers (New York: Copernicus, ), l (—l)"( n + l) l + + + + "'+ ( n+l) + [M ] Arătați cum algoritmul E poate fi generalizat astfel încât, așa cum este indicat în text, să accepte valori de intrare de forma u + ѵ\/ unde u și v sunt numere întregi, iar calculele au fost încă efectuate într-un mod elementar (adică, fără a exprima numărul irațional x/ ca o fracție zecimală infinită) Demonstrați că pentru m = și n = \/ algoritmul nu se va termina niciodată ► [M ] Generalizați algoritmul E introducând o nouă variabilă T și adăugând operația T + - T + la începutul fiecărui pas (Astfel, variabila T este contorul de pași făcuți ) * Se cere demonstrarea formulei (n - n + ) + (n - n + ) + ■ • • + (n + n - ) = n - Hai, persană Să presupunem că valoarea inițială a lui T este zero, deci afirmația A] din Fig va lua forma m > , n > O, T? = În mod similar, la A ar trebui adăugată o condiție suplimentară T = Arătați cum să adăugați condiții suplimentare la afirmații în așa fel încât din orice afirmație Al, A , , A să rezulte că T , mulțimea tuturor colecțiilor {xi, X , ■ ■ ■ , xn) de elemente xj din S Definim relația {xi, X , ■ ■ ■ , xn) {yi, Y , ■ ■ ,Yn) dacă există unele k, g) Fie o mulțime S bine ordonată printr-o relație și fie P(x) o afirmație care depinde de un element x al lui S Să se arate că dacă P(x) poate fi demonstrat, presupunând că P(y) este adevărată pentru toate y - / )/ (vezi secțiunea ) Un tabel cu cele mai importante constante numerice, cu precizie până la a patruzecea zecimală, este dat în Anexa A Cred că nu este nevoie să discutăm despre proprietățile binecunoscute ale adunării, scăderii, înmulțirii, împărțirii și comparării numerelor reale Probleme complexe care implică numerele not You mi sunt adesea rezolvate folosind numere reale, iar problemele complexe care implică numere reale sunt adesea rezolvate folosind o clasă mai generală de cantități numite numere complexe Un număr complex este valoarea lui z care poate fi reprezentat ca z a x + iy, unde x și y sunt numere reale, iar ar este o mărime specială care satisface ecuația r = - * Vom numi xnu părțile reale și imaginare ale lui z și vom defini modulul numărului complex z ca U = \A + y ( ) Conjugatul complex al lui z este z = x - іy, și astfel zz = x + y = \z\ Teoria numerelor complexe este în multe privințe mai simplă și mai elegantă decât teoria numerelor reale, deși este considerată mai complexă Prin urmare, în această carte, ne vom limita la numere reale, cu excepția cazurilor în care utilizarea numai a numerelor reale duce la dificultăți nerezonabile Dacă u și ѵ sunt numere reale pentru care u , bp = bp+ /b dacă n ; dacă x este determinat de formula ( ), atunci obținem ^n+di/ + -+dt/ fc , y > , an Și log (cy) = y log c dacă c > ( ) Ecuația ( ) oferă un exemplu de așa-numitul logaritm zecimal, adică logaritmul la baza Ne-am aștepta ca logaritmii binari (la baza ) să fie mai convenabil în lucrul cu un computer, deoarece baza de calcul în majoritatea computerele sunt operații cu numere binare După cum vom vedea în scurt timp, logaritmii binari sunt într-adevăr foarte folositori și folosiți pe scară largă, dar asta nu este tot Motivul principal este că progresul unui algoritm de computer se bifurcă adesea în două fire Vom folosi logaritmi binari destul de des, așa că este logic să introducem o notație scurtă pentru ei Deci, urmând sugestia lui Edward M Reingold, vom folosi notația Igx = log x ( ) Acum întrebarea este dacă există o legătură între Iga: și log x Din fericire, chiar există Din ( ) și ( ) rezultă că log x = log ( lg t) = (log w) (log ) Astfel, Igx = log x/log În general, această formulă arată astfel: gcx = ^ (M) log(,c Relațiile ( ), ( ) și ( ) sunt regulile fundamentale pentru efectuarea operațiilor cu logaritmi Se pare că, în majoritatea cazurilor, nici , nici nu este baza ideală a logaritmului Dar dacă luăm ca bază numărul real e = , , atunci logaritmii capătă proprietăți mai simple Logaritmii cu baza e se numesc de obicei logaritmi naturali; se folosește următoarea notație: Ina: = loge x (cincisprezece) (x, /x) ( , ) (x, ) Orez Logaritmul natural Această definiție nestrictă (de fapt, nici măcar nu am definit numărul e) este puțin probabil să permită cititorului să simtă „naturalitatea” specială (adică naturalețea) unui astfel de logaritm; dar pe măsură ce lucrăm cu logaritmii naturali Ina: ni se vor părea din ce în ce mai fireşti De fapt, logaritmii naturali au fost introduși de John Napier (într-o formă oarecum modificată și fără legătură cu puteri) chiar înainte de , cu mulți ani înainte ca alte tipuri de logaritmi să fie cunoscute Următoarele două exemple, luate în considerare în orice manual despre teoria calculului, pun în lumină de ce logaritmii lui Napier merită denumirea de „naturale” (a) În fig , aria zonei umbrite este Ipx (b) Dacă banca plătește dobândă compusă la jumătate de an, atunci profitul pe dolar va fi (І+r/ ) are loc în fiecare trimestru, apoi veți primi (І+r/ ) dolari; dacă acumularea are loc în fiecare zi, atunci veți primi (І + g / ) de dolari Dacă dobânda s-ar acumula continuu, atunci ați primi exact dolari pentru fiecare dolar (dacă nu luați în considerare eroarea de rotunjire) În epoca noastră informatică, multe bănci au ajuns de fapt la această formulă limitativă în munca lor rata d, taxată la fiecare dolar; dacă se acumulează Istoria apariției și dezvoltării conceptelor de „logaritm” și „putere” este dată într-o serie de articole interesante de F Cajori, AMM ( ), - , - , - , - , - , - , - Pentru a încheia această secțiune, să ne dăm seama cum să calculăm logaritmii O cale decurge direct din relația ( ): dacă punem bx = y și ridicăm toate părțile acestei relații la puterea A', atunci pentru un număr întreg m obținem Corectitudinea acestei proceduri decurge din faptul ca y [M d] Pentru numerele întregi date x și y, demonstrați regulile de exponențiere bazate pe definiția ( ) [ ] Fie m un număr întreg pozitiv Demonstrați că orice număr real pozitiv u are o rădăcină mth pozitivă unică prin descrierea unei metode de calcul succesiv a elementelor reprezentării zecimale a acestei rădăcini: n, di, di, [M ] Având în vedere numerele raționale x și y, demonstrați regulile de exponențiere, presupunând că aceste reguli sunt valabile pentru numerele întregi x și y [ ] Demonstrați că log nu este un număr rațional ► [ ] Dacă b = și x = log , câte zecimale ale lui x trebuie să știți pentru a determina primele trei zecimale din reprezentarea zecimală a lui bx? [Cometariu Puteți folosi rezultatele ex ] [ ] Explicați de ce ( ) rezultă din ( ) ► [M S] (a) Fie x un număr real pozitiv și n un număr întreg pozitiv Demonstrați inegalitatea yH + x - [ ] Cum poate fi exprimat log x în termeni de Ipx și ln ? ► [ ] Ce sunt lg , log,, mr, Ine, logb și logb(- )? [ ] Demonstrați sau infirmați următoarea ecuație: logg x = j Igx ► [ ] Întregul n, a cărui reprezentare zecimală este formată din cifre, se va încadra într-un cuvânt de calculator cu o capacitate de de biți plus un bit de semn? [ ] Există o relație simplă între log și log ? [ ] [Logaritmii logaritmilor } Exprimă logb logb x în termeni de Inlnx, innb și inb • [ ] (R W Hamming) Demonstrează că IgT » Ipt + log x cu o eroare care nu depaseste %! (Astfel, tabelele de logaritmi naturali și zecimali pot fi folosite și pentru a obține valori aproximative ale logaritmilor binari ) [M ] Folosind fig Dați o dovadă geometrică că Iptu \u d Ipt + În p [ ] Explicați cum ar trebui modificată metoda logaritmului de bază de la sfârșitul acestei secțiuni, astfel încât să poată fi utilizată pentru a calcula logaritmii de bază [ ] Să presupunem că avem un computer binar și avem un număr x, este b logb x minim? (b) Pentru ce număr întreg b > această cantitate este minimă? (c) Pentru ce număr întreg b > este ( + ) logb x minim? Sume și produse Lasă-te, ah, - este o succesiune arbitrară de numere Adesea este nevoie de a studia sumele de forma oi + ar + • • • + an O astfel de sumă poate fi scrisă mai compact după cum urmează: eu sau Ș ai-W j=l Dacă n este zero, atunci, prin definiție, valoarea sumei este, de asemenea, zero Definiția noastră a sumei poate fi generalizată Dacă R(j) este orice relație care depinde de j, atunci notația ai denotă suma tuturor a}, unde j este un număr întreg care îndeplinește condiția R(j) - Dacă astfel de numere întregi nu există, atunci valoarea sumei ( ) este luată egală cu zero prin definiție Litera j din ( ) și ( ) este așa-numitul indice mut (sau variabilă de indice), care este introdus doar pentru comoditatea notării Literele i, j, k, t, n, r, s, t sunt de obicei folosite pentru a desemna indici de însumare (uneori cu superscripte sau linii) Notația pentru sume care ocupă mult spațiu, ca în ( ) și ( ), poate fi înlocuită cu o notație mai compactă /=ia,j sau du) aj ■ Semnul „ ” și indici tăcuți pentru care denotă operația de însumare în limite finite au fost introduse de J Fourier (J Fourier) în Strict vorbind, notația <> nu este suficient de clară, deoarece nu este complet clar dacă suma este peste j sau peste n În acest caz particular, ar fi nerezonabil să considerăm aceasta suma valorilor pentru care n > j Dar exemple mai complexe pot fi date în care indicele de însumare nu este clar definit, ca în cazul j care contine infinitati termeni nenuli, este necesar sa se aplice metode de calcul În acest caz, vom da expresiei ( ) următoarele sens: a>= ( ym V (presupunând că ambele limite există) Dacă cel puțin o limită nu există, atunci suma infinită diverge; aceasta înseamnă că nu poate fi calculată În caz contrar (dacă există ambele limite) suma este convergentă Dacă semnul conține mai multe condiții (mai mult de una), ca în formula ( ), atunci toate condițiile trebuie îndeplinite simultan Patru operații algebrice simple asupra sumelor sunt foarte importante; familiaritatea cu ele ne permite să găsim soluții la multe probleme, așa că acum vom discuta despre aceste operațiuni a) Legea distribuirii produselor de sume: Pentru a înțelege această lege, luați în considerare un caz special: ( Y a" ) ( Y bj ) = (ai + a )(bі + + ^ ) \i=i / u=i ' - (ai^i + Oi^ + ai^ ) + (ar^i + este scrisă sub forma £s(j) ai- b) Înlocuirea indexului: Y a m , condiția S'(j) sună astfel: „există un întreg i, astfel încât + " > + + ° j + i- <> J= J~i conform ( ) nnn conform regulii (d) [cm ( )] conform ( ) = j= i= conform regulii (a) conform regulii (b) Astfel, am obținut o identitate importantă: ( ) Exemplul (Suma unei progresii geometrice) Să presupunem că x , n > Atunci a + ax + • • • + axn = Y^ ax' Atunci a + (a + b) + • • • + (a + nb) = (a + bj) )) aceasta înseamnă că suma este preluată peste toate combinațiile de indici care îndeplinesc condițiile date, de exemplu ► [ ] Există o eroare în următorul lanț de transformări? [ ] Arătaţi că folosind relaţiile din Exerciţiul P "= o P] = o a" aJ poate fi exprimat prin P? = o "- * În original - IJ Matrix - Notă, trad [M ] Generalizează rezultatul ex - , dovedind inegalitatea P )> “> = = cu condiția ca = P - A/j )- [LG ] (a) Exprimați suma E"=o Ej=o E =oa,ai"i> folosind notația multi-index dată la sfârșitul acestei secțiuni (b) Exprimați aceeași sumă în termeni de £,n \u d "i, E" \u d o " *>) ( b>*>)+ (a>b x*m)- \j=l / / \j=l / \j=l / l xj = wj, yj - Zj, atunci pentru numere complexe arbitrare wi, wn, zi, zn, egalitate Termenii w* j| sunt nenegativi, deci faimoasa inegalitate Cauchy-Schwarz ( ^| )(І>і ) - ОLwizi \j=l / ' = ' = este o consecință a formulei lui Binet ] [M ] Folosind formula lui Binet, exprimați suma Ei E =i "> și E,"=i • [M ] Demonstrează că P P P = £= = , = , = a + b + b [L/ ] Într-o seară, dr Matrix a descoperit formule care pot fi considerate chiar mai remarcabile decât cele date în Ex douăzeci: (a - b) (a - c) (b - a) (b - c) (c - a) (c - b) “ + b- + £ - b) (a - c) (b - a) (b - c) (c - a) (c - b) a b c (a - b) (a - c) (b - a) (b - c) (c - a) (c - b) a bz d (a - b) (a - c ) (b - a) (b - c) (c - a) (c - b) Demonstrați că aceste formule sunt cazuri particulare ale unei legi mai generale Arătați că dacă xi, X , ■ ,Xn sunt numere diferite, atunci dacă , se folosește adesea notația max(d) ) Arătați cum regulile (a), (b), (c) și (d) trebuie modificate pentru a efectua operațiuni cu această notație În special, luați în considerare analogul regulii (a) (suP/i(i) + (suPs + Vj) / /(хі+уі) /(хі+y ) ■■■ /(хі+yn)\ /(x + yi) /(x + y ) /(x + Yn) \ /(xn+yi) /(xn+y ) /(xn + yn)/ [M ] Arătați că determinantul unei matrici combinatorii este mn (a: + ny) ► [M J] Să se arate că determinantul matricei Vandermonde este P xs P - x^- l n, (v) m = ) [M ] (K Krattenhaler (S Krattenthaler) ) Demonstrează această onoare> ((x + )(z + ) (y + z)(!/ + ) (z + q )(z + g ) (* + Рі)(* + з) (z+pi)(z + p ) (Y + Pi)(Y + s) (y + Pi)(y + Pr) (z + pi)(z + g ) ( + Pi)(z+pr) \u d (x - y) (x - z) (y - z) (pi - g) (pі - z) (P - z), și generalizează această egalitate pentru determinantul unei matrice de dimensiune n x n, în funcție de Zn - variabile xi, , xn, Pi, , Pn-i, r, - - -, n- Comparați formula rezultată cu rezultatul exercitiului Funcții întregi și teoria numerelor elementare Pentru un număr real arbitrar x, introducem următoarea notație: [t] - cel mai mare număr întreg care este mai mic sau egal cu x („etaj” (etaj) x); [t] este cel mai mic număr întreg care este mai mare sau egal cu x („plafon” (plafon) x) Înainte de , [x] era adesea folosit pentru a se referi la una dintre aceste două funcții, dar de obicei la prima Notația de mai sus, introdusă de K Yu Iverson la începutul anilor , este mai convenabilă deoarece în practică funcțiile |m] și [a:] apar la fel de des Funcția |m] este uneori numită parte întreagă a numărului x Iată formule și exemple care sunt foarte ușor de verificat: L^J = , [l/ ]= , L+^J = , [-jj =- (nu este zero!); Și = și M = I + dacă și numai dacă x este un număr întreg; dacă și numai dacă x nu este un număr întreg; L-zJ = - Și; x - , atunci x mod y > y; c) x - (x mod y) este un multiplu întreg al lui y Expresia x mod y se numește restul împărțirii x la z; la fel \ x/y\ se numește privat Dacă x și y sunt numere întregi, atunci „mod” este operația familiară: mod = , mod = , - mod = ( ) Avem x mod y = dacă și numai dacă x este un multiplu al lui y, adică dacă și numai dacă x este divizibil cu y Notația y\x se citește ca „y împarte x”, adică y este un întreg pozitiv și x mod y = Operația „mod” se aplică și atunci când x și y iau valori reale arbitrare De exemplu, pentru funcțiile trigonometrice, puteți scrie următoarele: tan x - tan (x mod r) Valoarea z mod este partea fracțională a numărului x Din ( ) obținem asta x = | x] + (i mod ) ( ) În lucrările despre teoria numerelor, abrevierea „mod” este adesea folosită într-un sens ușor diferit, deși apropiat Pentru a descrie conceptul teoretic al numerelor de comparabilitate (congruență), vom folosi următoarea notație: x = y (modulo z) (cinci) Aceasta înseamnă că x mod z = y mod z, adică x - y este un multiplu întreg al lui z Notația ( ) arată după cum urmează: „Ix este comparabil cu y modulo z” Acum să trecem la considerarea principalelor proprietăți ale comparațiilor care vor fi folosite în dovezile bazate pe fapte din teoria numerelor Se presupune că toate variabilele din formulele de mai jos sunt numere întregi Numerele întregi x și y se numesc coprime dacă nu au factori comuni, adică dacă cel mai mare divizor comun al lor este Pentru a desemna acest concept, vom folosi următoarea notație: x ± y De fapt, noțiunea de coprime a numerelor întregi este bine cunoscută de toată lumea; când spunem că o fracție este „ireductibilă”, înseamnă că numărătorul și numitorul sunt numere coprime Proprietatea A Dacă a \u d bux \u d y, atunci a ± x \u d b ± y, ax \u d by (modulo m), proprietatea B Dacă ax \u d buia \u d bu dacă a m, atunci x \ u d y (modulo w ) Proprietatea C a = b (modulo m) dacă și numai dacă an = bn (modulo mr) pentru n / Proprietatea D Dacă r ± s, atunci a = b (modulo z) dacă și numai dacă a~b (modulo z) și a = b (modulo s) Proprietatea A spune că putem efectua adunarea, scăderea și înmulțirea modulo t exact în același mod în care putem efectua operații normale de adunare, scădere și înmulțire Proprietatea B se ocupă de operația de împărțire și afirmă că operația de comparare vă permite și să reduceți cu un factor comun dacă acest factor și modul sunt numere coprime Proprietățile C și D indică ce se întâmplă atunci când modulul se schimbă Ele sunt dovedite în exercițiile de mai jos Următoarea teoremă importantă este o consecință a proprietăților A și B Teorema F (Teorema lui Fermat, ) Dacă p este prim, toap = a (mod p) pentru toate numerele întregi a j Dovada Dacă a este un multiplu al lui p, tb este evident ap = = a (modulo p) Prin urmare, este suficient să luăm în considerare cazul când amodp / Deoarece p este un număr prim, atunci un Ep Luați în considerare următoarele numere: Omodp, amodp, a mod p, , (pl)amodp ( ) Toate aceste p numere sunt distincte, deoarece dacă ax mod p = ay mod p, atunci prin definiție ( ) ax = ay (modulo p); prin urmare, conform proprietății B, x = y (modulo p) Astfel, secvența ( ) este p numere diferite nenegative mai mici decât p; unde primul număr este zero, iar restul sunt numere întregi , , , p - ordonate într-un anumit mod Prin urmare, conform proprietății A (a)( a) ((p - )a) = • (p - ) (modulo p) ( ) Înmulțind ambele părți ale acestei comparații cu a, obținem ap( • (p - )) = a( • (p - )) (modulo p) (opt) Aceasta demonstrează teorema, deoarece fiecare dintre factorii , , , p - este coprim la p, deci datorită proprietății B poate fi redus | EXERCIȚII [ ] Ce sunt [ , ], [- , ], [- , ], [ , J și [lg j? ► [ ] Cu ce este [[x]] egal? [MIO] Fie n un număr întreg și x un număr real Demonstrați că: a) [x] Ar trebui să obțineți o singură formulă care să includă ambele cazuri Luați în considerare modul în care formula dvs se va rotunji pentru x negativ ► [ ] Care dintre următoarele egalități sunt adevărate pentru toate numerele reale pozitive x: (a) [-/JJ = [>/£]; (b) Ga/YI = GѵY; (c) Ga/YI = Ga/* ? [Ml ] Arătați că [z] + [j/J Să se arate că dacă (x - z)/y este un număr întreg și poate fi reprezentat într-un mod unic (dacă nu se ia în considerare ordinea factorilor) ca produs de numere prime Cu alte cuvinte, arătați că există exact o modalitate de a scrie n = p\p ■ ■ -Pk, unde fiecare pj este un număr prim și p\ ]; (c) f(n) = ck, unde k este numărul primelor distincte care împart n; (d) produsul dintre oricare două funcții multiplicative [MZO] Demonstrați că funcția , astfel încât egalitatea [logb x] = [log^zj] să fie valabilă pentru tot real x > ? [M ] Fie m și n numere întregi și n > Demonstrați că egalitățile Tx + m)/n\ = [(U + m)/n\ este valabil pentru tot x real (Rețineți că m = este un caz special foarte important ) Va fi valabilă o egalitate similară pentru funcția „plafon”? [M ] Demonstrați că ZZ*=iL^/ J = L^ / ]; calculați și suma Ș £= [fc/ ] [MZO] Fie m și n numere întregi, n > Arătați că : b + 'yI = L^ + k + iJdVl -y)J- o V(^ + XY > unde s Pentru bn / obținem alte funcții cunoscute, de exemplu, funcția psi [M ] Fie ai, ar, az, • să fie șirul , , ?; , , , , , , , Exprimați an în funcție de n folosind funcțiile de podea și/sau tavan [L/ ] (a) Demonstrați că n n - a* = harta - fc(a*+i - a*), dacă n > *=i k=i (b) Funcția anterioară este utilizată pentru a calcula sumele în care este prezentă funcția „gen” Demonstrați că dacă b este un număr întreg și b > , atunci X^Llogb feJ = (n + i)LlogbnJ - (bu°Sinj+ - b)/(b - ) ki [M ] Calculați suma Ș £= [M ] Arătați că ^k>o Ei<> și b > Care este această sumă la n k Ca rezultat, obținem o permutare bі^r • • • bn-i a elementelor { , , k - , k + , , n}; prin urmare, bіbg • • • Ъп-ік este o permutare a numerelor { , , n} Cu această metodă de construcție, este, de asemenea, evident că fiecare permutare a n elemente are loc o singură dată Construcții similare pot fi realizate prin plasarea k nu în dreapta, ci în stânga, sau în orice altă poziție fixă Dacă pn este numărul de permutări a n obiecte, atunci ambele metode descrise arată că Pn este np-T, ceea ce oferă două dovezi suplimentare ale relației Pn = - ) ••• ( ), pe care am dedus-o deja din ( ) Pn este o mărime foarte importantă, care se numește p-factorial și se scrie după cum urmează: P! = • • • n = JJ k ( ) fc=l Din convenția noastră privind produsele goale (Secțiunea ) rezultă că O! = ( ) Ținând cont de această convenție, vedem că identitatea de bază P! = (n - )! n ( ) adevărat pentru toate numerele întregi pozitive În problemele de calcul, factorialii sunt destul de comune, așa că sfătuiesc cititorul să-și amintească valorile primului dintre ei: ! = , ! = , ! = , ! = , ! = , ! = Factorialii cresc foarte repede, ca ! este un număr întreg cu mai mult de de cifre Este foarte util să ne amintim valoarea ! = ; in plus, trebuie sa stii ca ! este de aproximativ | milion Într-un anumit sens, acest număr reprezintă o anumită linie între ceea ce poate fi calculat efectiv pe un computer și ceea ce nu poate Dacă algoritmul prevede verificarea mai mult de ! cazuri atunci, în practică, poate dura prea mult timp mașinii pentru a-l executa Pe de altă parte, dacă vrei să verifici ! cazuri, fiecare dintre acestea necesită, să zicem, o milisecundă de timp de calculator, apoi execuția algoritmului nu va dura mai mult de o oră Sunt de acord că toate aceste considerente sunt foarte vagi, dar, în orice caz, vă vor ajuta să vă faceți o idee despre ce poate fi cu adevărat calculat pe un computer și ce nu este Desigur, se pune întrebarea cum p! cu alte mărimi matematice Se poate determina cât de mare este valoarea lui ! fără a efectua înmulțirile laborioase ale formulei ( )? James Stirling a răspuns la această întrebare în celebra sa lucrare Methodus Differentialis ( ), p A primit formula Aici „az” înseamnă „aproximativ egal cu”, iar „e” este baza logaritmului natural (vezi secțiunea ) Vom demonstra formula Stirling aproximativă ( ) în secțiunea O dovadă simplă a unui rezultat mai puțin precis este dată în Ex Luați în considerare un exemplu de aplicare a formulei Stirling Calcula - ) = e > ■ - - > er > Să se arate că n! este divizibil cu P G dar nu este divizibil cu n r+ ► [M ] (A Legendre, ) Să generalizăm rezultatul exercițiului anterior Fie p un număr prim și fie reprezentarea lui n în sistemul numeric de bază p de forma n = atpk + a* ip* + • ■ ■ + аір + ao Găsiți o formulă simplă care exprimă numărul p din formula ( ) în termeni de n, p și coeficienții a* [M ,?] (Teorema lui Wilson, demonstrată de fapt de Leibniz în ) Dacă p este prim, atunci (p - )! modp = p - Demonstrați acest lucru împărțind elementele mulțimii { , , , p - } în perechi de astfel de numere al căror produs modulo p este egal cu ► [M S] (L Stickelberger, ) Folosind notația din exercițiu pot defini eu! modp ca reprezentare de bază p pentru orice număr întreg pozitiv n, generalizând astfel teorema lui Wilson Demonstrați că n!/pg = (—^ao! ai! a*! (modulo p) [HM ] Permanenta matricei pătrate se calculează folosind aceeași formulă ca și determinantul, dar fiecărui termen din această formulă i se atribuie un semn plus, în timp ce formula determinantului alternează semnele plus și minus Deci matricea permanentă (a b c \ d e f I salut} este egal cu aei + bfg + cdh + gec + hfa + idb Ce este matricea permanentă / x x x x x n x x n p x P/ [HM ] Arătați că suma infinită din ( ) diverge dacă n nu este un întreg nenegativ [HM ] Demonstrați că produsul infinit P(n + ai) (n + Qfc) ( P + / ) (n + Pk) este egal cu G( + y i) G( + y l,)/G( +ai) G( + [HM ] (L F A Arbogast (LF A Arbogast), ) Fie D$u derivata k-a a functiei u fata de x După regula diferenţierii unei funcţii complexe D^ui - D^w D^u Aplicând această regulă la găsirea derivatei a doua, obținem Arătați că formula generală pentru derivata de ordinul al n-lea este J Jci+A: -l-fcn=j Jci + Jc + * + nA:n =n Jci ,Jc ,• • • ,kn > ► [HM ] Încearcă să te pui în locul lui Euler când el căuta o modalitate de a generaliza noțiunea de factorial n! pentru valorile non-întregi ale lui n Deoarece (n x- | )!/n! înmulțiți cu ((pN- |) N- I)!/(p N- |)! este egal cu (n x - )!/n! = n x - , pare firesc ca (n x - |)!/n! ar trebui să fie aproximativ egal cu ^/n În mod similar, (n H- |)!/n! ar trebui să fie aproximativ egal cu „u / p Propuneți o ipoteză despre comportamentul raportului (n-t)!/n! când n merge la infinit Ipoteza ta va fi valabilă pentru întregul x? Poate fi folosit pentru a găsi o valoare aproximativă a lui хі pentru un х non-întreg? [НМ ] Demonstrați formula ( ) pe baza faptului că ► [HM ] Demonstrați inegalități utile p" p+ en-i - - en-i "- [Indicaţie x - x ; întreg k întreg k > \k/ k\ (n - k)і Această formulă vă permite să reprezentați combinații de factoriali ca coeficienți binomi și invers B Proprietatea simetriei Din relațiile ( ) și ( ) obținem întreg n > , întreg k ( ) Această formulă este valabilă pentru tot întregul k Dacă k este negativ sau mai mare decât n, atunci coeficientul binom este egal cu zero (cu condiția ca n să fie un întreg nenegativ) C Inserare-demontare Prin definiție ( ), avem întreg la / ( ) Această formulă este foarte utilă pentru combinarea coeficientului binomial cu alte părți ale expresiei După ce am efectuat transformări elementare, obținem regulile la în plus, primul dintre ele este valabil pentru toate numerele întregi k, iar al doilea - dacă k și r nu sunt egali cu zero Avem și o altă relație similară: întregul să (opt) \kJ r - k Să demonstrăm aceste transformări pe exemplul demonstrației formulei ( ), folosind pe rând formulele ( ) și ( ): /g X / g X g / g- X g /g — IX \k/ \m — k/ r — k\r — — kJ r — k\ k / [Cometariu Această demonstrație este valabilă numai atunci când r este un întreg pozitiv k, deoarece acest lucru este cerut de restricțiile impuse relațiilor ( ) și ( ) Se afirmă că formula ( ) este valabilă pentru r k arbitrar Acest lucru poate fi dovedit folosind un truc simplu, dar important Ne-am asigurat că pentru o mulțime infinită de valori ale lui r Ambele părți ale acestei egalități sunt polinoame în r Un polinom diferit de nul de grad n poate avea cel mult n rădăcini distincte Prin urmare, dacă două polinoame de grad ; (YU) întreg m > , întreg n > (P) Formula ( ) poate fi demonstrată cu ușurință prin inducție pe n, dar să vedem cum să o derivăm din formula ( ) ca urmare a aplicării relației ( ) de două ori, m Dacă n -' = țn(n + |)(n + ) ( ) În mod similar, se poate obține o formulă pentru suma I + + • • • + n ; şi în general, orice polinom de tip ao + aik + a?k + ■ ■ ■ + akm poate fi reprezentat ca coeficienţi Vom reveni la această problemă puțin mai târziu F Teorema binomială Formulăm teorema binomială, care este fără îndoială unul dintre instrumentele noastre principale: (i + y)r = ^ ^^a:fcyr fc, întreg r > ( ) k De exemplu, (i+y) = x + x y+ x y + x +y (În sfârșit, putem folosi legal termenul „coeficienți binomi” pentru numere (£)!) Este important de reținut că în formula ( ) am scris suma formei și nu Ș £ o, așa cum ne-ar fi de așteptat Dacă nu sunt impuse restricții pentru k, atunci însumarea se efectuează pe toate numerele întregi k, -oo r termenii corespunzători ai sumei din formula ( ) dispar Dar forma de notație este mai de preferat, deoarece toate operațiile cu sume sunt efectuate mai ușor atunci când condițiile de însumare sunt mai simple Economisim mult timp și efort dacă nu stăm cu ochii pe limita superioară și/sau inferioară de însumare; prin urmare, dacă este posibil, are sens să lăsați aceste limite nedefinite Tipul de notație pe care l-am ales are un alt avantaj: dacă r nu este un întreg nenegativ, atunci suma din formula ( ) devine infinită și teorema binomială a analizei matematice afirmă că relația (ІЗ) este valabilă pentru toate r dacă |x/y| sau |x| , x / ( ) k Aceasta este o identitate în trei variabile, x, y și z (vezi exercițiul - ) Abel a publicat și a demonstrat această formulă în primul volum al revistei lui A L Crelle, care va fi în curând faimoasă, Journal fur die reine und angewandte Mathematik ( ), - Este interesant de observat că Abel a inclus în același prim volum multe alte lucrări ale sale, inclusiv un articol binecunoscut despre imposibilitatea de rezolvare a ecuațiilor algebrice de gradul cinci și superior în radicali, precum și despre teorema binomială Numeroase referințe în legătură cu formula ( ) pot fi găsite în H W Gould, AMM ( ), G Inversarea suprascriptului Identitatea de bază ( > rezultă direct din definiția ( ) dacă fiecare termen al numărătorului este luat cu semnul opus și înmulțit cu (- ) Această conversie în indicele este folosită destul de des O consecință simplă a relației ( ) este formula de însumare k , întreg m (nouăsprezece) (Puneți în ( ) r = vârf = n-t și folosiți formula (b) ) Astfel, am mutat n din poziția de sus în partea de jos N Simplificarea lucrărilor Produsele coeficienților binomii pot fi exprimate în mai multe moduri diferite prin scrierea lor în termeni de factoriali conform formulei ( ) și revenind din nou la notația pentru coeficienți binomiali De exemplu, întreg t, întreg k (douăzeci) Este suficient să demonstrăm formula ( ) pentru )-întreg > m (vezi notele după formula ( )) și ; ( ) ( ) m J\k - tJv \r - t - m) k - întreg t > , întreg r > , întreg m > ; ( ) l / r - k \ / s -b- k \ / r + s + \ t J\ n ) \t + n + / k= întreg n > întreg s > , întreg m > , întreg r > ; ( ) s - t(n - k) n - k r + s - tn n întreg n C > Cea mai importantă dintre aceste identități este relația ( ) Pentru a fi mai ușor de reținut, puteți interpreta partea dreaptă ca fiind numărul de moduri de a alege n oameni dintre r bărbați și femei și fiecare termen al sumei din stânga ca numărul de moduri de a alege k bărbați și n - k femei Identitatea ( ) este de obicei numită convoluția Vandermonde deoarece A Vandermonde a publicat-o în Met Acad Roy Științe Paris ( ), - Dar, de fapt, această identitate era deja dată în tratatul lui Zhu Shih-Tse din , care a fost menționat mai sus [vezi J Needham, Science and Civilization in China (Cambridge University Press, ), - ] Dacă în identitatea ( ) r = tk, atunci evităm apariția zeroului la numitor reducând atât numărătorul cât și numitorul cu (r - tk) Prin urmare ( ) este o identitate polinomială în variabilele r, s, t Evident, ( ) este un caz special al lui ( ) pentru t — Trebuie remarcat faptul că modalitățile nu tocmai evidente de aplicare a identităților ( ) și ( ) trebuie remarcate Este adesea util să înlocuiți coeficientul binom simplu din partea dreaptă a unei identități cu o expresie mai complexă din partea stângă, să schimbați ordinea însumării și să o simplificați Părțile din stânga identităților pot fi considerate expansiuni ( s \ (s + k \ I ) de la I ) \n + a/ \n J Identitatea ( ) este folosită pentru a negativ, iar formula ( ) pentru a pozitiv Aici se termină studiul nostru despre „știința coeficienților binomi” Sfatuiesc cititorul sa inteleaga cu atentie formulele de mai sus; aceasta se referă în special la identitățile ( )-( ), ( ), ( ), ( ), ( ) și ( ) Încercuiește-le cu markerul tău preferat! Cu toate aceste metode la dispoziție, putem rezolva aproape orice problemă care apare în cel puțin trei moduri diferite Să dăm câteva exemple Exemplul Care este suma unde r este un întreg pozitiv? La Decizie Formula ( ) vă permite să scăpați de k „extern”: £(XKE(X:>»W(G i) to to to Acum aplicăm formula ( ) pentru n = - Ca rezultat, obținem S?(fe)(Z)fc = (r^-iI)s' smoer- ' la Exemplul Care este suma unui număr întreg? , dacă n este nenegativ Decizie Aceasta este o sarcină mai dificilă, deoarece indicele de însumare k apare în șase locuri! În primul rând, aplicăm formula ( ) și obținem y/p + (- )* A k)\k) k + ' Acum putem răsufla ușurați, din moment ce am evitat deja unele dintre pericolele care pândesc în formula originală Următorul pas este evident: aplicăm formula ( ) ca în exemplul : n + k\ (n + \ (-l)fc la J\k + lJ n + U ) Minunat! Un alt k a dispărut Din acest moment se deschid în fața noastră două căi la fel de promițătoare Se poate înlocui (n£/r) cu coeficientul (n^*) în ipoteza că k > și se calculează suma folosind formula ( ): unu n + /p - \ n + \ n ) ( )n+ip~T I n + \ — / n + \ n J /n - \ n + \ n ) Coeficientul binom (n~ ) este egal cu zero, cu excepția cazului n = , când este egal cu unu Prin urmare, rezolvarea problemei poate fi dată sub forma [n = ], folosind notația Iverson (formula -( )), sau sub forma întreg n > ( ) e( la unu n + unu n + ' tt o tt ( n + k \ ((- )* Exemplul Care este suma > I —— dacă tipul este pozitiv o \m + k/ \k ) k + numere întregi: k Decizie Dacă m ar fi egal cu zero, am obține aceeași cantitate cu care ne-am ocupat în exemplul Dar prezența lui m diferit de zero înseamnă că nu putem folosi metoda din exemplul anterior, deoarece formula ( ) nu poate fi aplicată deja la primul pas În această situație, este logic să complicăm sarcina prin înlocuirea coeficientului nedorit cu suma termenilor formei (X Ik) - Ca urmare, problema se va reduce la un număr de probleme pe care deja știm să le rezolvăm Deci, folosim formula ( ), setare r = n + k - , t = k, s - , n - t - Drept urmare, obținem /c și > j - n + Din păcate, această din urmă condiție pune probleme, deoarece când j > n suma nu a fost determinată Să încercăm să salvăm situația Pentru început, observăm că termenii sumei ( ) sunt egali cu zero pentru n ; astfel, , k (treizeci) unde An(x, t) este un polinom de grad n în x astfel încât „ / G-PIH An(x ) - I j X P / X X-nt PENTRU X nt Decizie Putem presupune că r / kt / z pentru la Problema rezolvării unor astfel de ecuații pentru ak se numește problema inversării Metoda pe care o vom folosi este aplicabilă tuturor problemelor similare Ideea soluției se bazează pe un caz particular de identitate ( ) pentru s = : la întreg n, întreg r > ( ) Această formulă este importantă deoarece pentru n g suma este zero Acest lucru vă permite să rezolvați cu ușurință problema, deoarece mulți termeni ai sumei se dovedesc a fi egali cu zero, ca în exemplul : p p k \u d E "" EU) C) (- ) la p — kі Ok^kt — ТТі! la- la Fiți atenți la modul în care am reușit să obținem o ecuație care conține un singur coeficient necunoscut - at Pentru a face acest lucru, am adăugat egalitățile ( ) pentru n = , , , înmulțite cu coeficienți corespunzători Ca urmare avem t—n n> , ( ) unde bo + • ■ ■ + bkk este un polinom arbitrar de grad cel mult r (Această formulă nu ar trebui să surprindă la fel de mult studenții de analiză numerică, deoarece „diferența r-a” a funcției /(a:) ) Din ( ) se pot obține direct multe alte relații care par complicate la prima vedere și sunt adesea însoțite de dovezi foarte lungi, de exemplu EQC întreg^°- ( ) Proprietatea principală a coeficienților polinomii este exprimată printr-o generalizare a relației ( ): P ^ j - - - (хі+х + -+ xm)p xklxk* ( ) L t * +* H -|-*t=P Este important de menționat că orice coeficient polinomial poate fi exprimat în termeni de coeficienți binomi Zfci+Ă^-I hfcm\ fki+k \ (кі+к +кз\ (кі+к -і -l-km\ \ k!,k , ,km ) \ ki ) \ ki+k J "' \ fci -+km-i J și, prin urmare, aplicați metodele deja cunoscute nouă pentru lucrul cu coeficienți binomiali Ambele părți ale identității ( ) conțin coeficientul trinom (rY \k, t - k, r - t / Și la sfârșitul acestei secțiuni, vom face o scurtă analiză a transformării unui polinom, reprezentat ca puteri ale variabilei x, într-un polinom, exprimat în termeni de coeficienți binomi Coeficienții care apar într-o astfel de transformare se numesc numere Stirling; aceste numere apar în studiul unei largi varietati de algoritmi Există două tipuri de numere Stirling Numerele Stirling de primul fel le notăm cu ["], iar de al doilea fel cu {"} multe altele [cf D E Knuth, AMM ( ), - ] Parantezele din {£} sunt ușor de reținut pentru că de obicei indică o mulțime, iar {£} reprezintă numărul de moduri în care o mulțime de n elemente poate fi împărțită în k subseturi disjunse (Ex ) Numerele Stirling de primul fel [£] au și o interpretare combinatorie, care va fi discutată în detaliu în Secțiunea : [£] este numărul de permutări a n litere cu k cicluri În tabel prezintă triunghiuri Stirling, similare în unele privințe cu triunghiul lui Pascal masa NUMERE STIRLING DE PRIMUL SI AL DOILEA FEL p p p p p p p p p І J Ы L J І J L L J pі Jnl Jnl Jnl Jnl Jnl Oj t J J J l j l J l / l j J O aproximare pentru n mare este dată în L Moser, M Wyman, J London Math soc ( ), - ; Ducele Math J ( ), - ; D E Barton, F N David, M Merrington, Biometrika ( ), - ; ( ), - ; NM Temme, Studii în matematică aplicată ( ), - ; H S Wilf, J Combinatorial Theory A ( ), - ; H K Hwang, J Combinatorial Theory A ( ), - Numerele Stirling de primul fel sunt folosite pentru a trece de la puterile factoriale la cele obișnuite: De exemplu, conform tabelului avem G C) \u d VȚ \u d ToT; ^ ~ Yua: + a: - • a: + a :) \ / ! Numerele Stirling de al doilea fel sunt folosite pentru a trece de la puterile obișnuite la cele factoriale: ( ) De fapt, această formulă l-a determinat pe Stirling să studieze numerele {£} din Methodus Differentialis (Londra, ) De exemplu, din tabel avem a: \u d x- + Yua: + a: - + a: - + x- (x\ /xX /xX (xX ( x\ )+ ( ) + (h)+ ( ) + (i)- Și acum vă prezentăm cele mai importante identități în care apar numerele Stirling În aceste identități, variabilele de tip denotă întotdeauna numere întregi nenegative Formule de adunare: ( ) Formule de inversare (cf ( )): spre a ( ) Câteva valori private: )(-l)m-^n =mif P ( ) z-'\ k ) Im J k ( ) ( ) n—k l t + ( ) Alte identități fundamentale legate de numerele Stirling sunt date în exercițiu - și - și în secțiunea (relațiile ( ) și ( )-( )) Identitatea ( ) este doar un exemplu de model general: numerele Stirling [ m] și {n-m} sunt polinoame în n de gradul m, unde m este un întreg nenegativ De exemplu, pentru m = și m = obținem următoarele formule: Г П /П\ „/п+ \ ( П /П + \ L-îMJ+H )' U M )+ ( )' ( ) Prin urmare, are sens să definim numerele [r TnJ și {GDP} pentru valori reale (sau complexe) ale lui r arbitrare Folosind această generalizare, obținem următoarea relație interesantă între numerele Stirling de două feluri: ,,( dacă n este un număr întreg nenegativ [M ] Să se arate că identitatea ( ) este doar un caz special al identităţii generale dovedite în Ex - [-M ] Să se arate că există o modalitate mai reușită (comparativ cu cea dată în textul secțiunii) de rezolvare a Exemplului , care constă în transformarea sumei folosind relația ( ) [M ] Exprimați suma t - r + sch / n-I-g - s la J \ n - la g + k t + p )( prin r, m și n dacă m și n sunt numere întregi nenegative Începeți cu înlocuirea / r + k \ \ t + n) sumă g HF \m + n - j / \ j J [M ] Arătați că = xn, unde xn este o putere factorială crescătoare, definit prin formula -( ) [MZO] (suma Capelli) Să se arate că formula binomială este valabilă și în cazul în care în ea apar puteri factoriale crescătoare în locul puterilor obișnuite, adică să se demonstreze identitatea (x + y)n = ( )xup~k [M Z] (suma Torelli) În lumina exercițiului anterior, arătați că generalizarea lui Abel ( ) pentru formula binomială este valabilă și pentru puteri crescătoare: (x + y)n - (”)m(:r - kz + )*“'(j/ + kz)n~k [MSZ] Deduceți formulele de adunare ( ) pentru numerele Stirling direct din definițiile ( ) și ( ) [K ] Care este suma () a numerelor fiecărui rând al triunghiului lui Pascal? Folosind rezultatele exercițiului anterior, calculați suma elementelor șirului, luate printr-un singur: (JJ) + Q) + (") + • [YM ? ] (K Ramus (C Rainus), ) Generalizând rezultatul exercițiului anterior, arătați că pentru [Indicaţie Găsiți combinația liniară dorită a acestor coeficienți înmulțită cu amea rădăcină a unității ] Această identitate este deosebit de remarcabilă când m > n [M ] Care este suma [^ ] a numerelor fiecărui rând din primul triunghi Stirlin? ha Care este suma acestor numere, luate cu semne alternante? (Vezi exercițiul ) [HM ] Pentru numere reale pozitive x, y, funcţia beta B(x, y) este definită prin formula B(m, y) = fa tI (l - t)v~l dt a) Să se arate că B(x, ) = B(l,z) = /x b) Arătați că B(m + , y) + B(m, y + ) = B(x, y) c) Să se arate că B(x, y) = ((x + y)/y) B(x, y + ) [I/M ] În ex - am stabilit relația dintre funcția gamma și funcția beta arătând că Gm(m) = mxB(x, m + ) dacă m este un întreg pozitiv a) Demonstrați că B(x, y) = y + m + ) pg i U) b) Arată că [HM \ Exprimați coeficientul binomial Q) în termenii funcției beta definite mai sus (Acest lucru va extinde definiția coeficienților binomiali la toate valorile reale ale lui k) [HM ] Să se arate că B( / , / ) = r [JL/ ] Folosind generalizarea coeficienților binomii sugerate în ecuația , arătați că și k> [HM ] Folosind generalizarea coeficienților binomii propusă în exercițiul , găsiți hm Г—jus (J ► [M ] Folosind formula Stirling și relația -( ), găsiți valoarea aproximativă (x + v) pentru x și y mari În special, găsiți valoarea aproximativă ( / ) pentru n mare [M ] Să se arate că pentru numere întregi k Dați o formulă mai simplă pentru cazul particular r = - / ► [M ] Arată că n\(— )*h n! k)k + x m(a? + ) (x + n) X(n „x) ' dacă numitorii nu dispar [Rețineți că această formulă oferă reciproca coeficientului binom, precum și expansiunea lui \/x(x + ) (і Hi) în fracții elementare] [LG O] Să se arate că identitatea ( + x}r = ( - m ) '( - x)~r implică relația pentru coeficienții binomi [M ] Demonstrați formula lui Abel ( ) pentru cazul particular x + y - [M ] Demonstrați formula lui Abel ( ) în felul următor, scrieți y ca y = (x + y) - x, extindeți partea dreaptă în puterile lui (x + y) și aplicați rezultatul exercițiului anterior [NML] Demonstrați că formula binomială a lui Abel ( ) nu este întotdeauna adevărată dacă n nu este un întreg nenegativ Pentru a face acest lucru, calculați valoarea părții drepte pentru n = x = - , y = z = [M ] (a) Demonstrați următoarea identitate prin inducție pe m dacă m și n sunt numere întregi k= (b) Folosind relațiile importante din exercițiul , /— / \ (- )" / p\ / / \ (- )"- / p\ (- )"- / p—IX s \ n ) n \ n/' la n ) n ( n - ) \ n / n ( n - ) \ n ) n ' arătați că următoarea formulă poate fi obținută ca caz special al identității din n(a) ( k - \/ n - k\ - n - m/ m\/ n - m\ / n\ onzho 'A: ) \n ~ k / k - p \ t / \ n - t ) \n / matrice În k (Acesta este un rezultat mult mai general decât relația ( ) pentru cazul r = - , s = , t = - ) [M ] Considerați triunghiul lui Pascal (vezi tabelul ) ca o matrice Aflați inversul [M ] Considerând fiecare triunghi Stirling (vezi Tabelul ) ca o matrice, găsiți matricele lor inverse [ ] (Sistem de numere combinatoriu ) Pentru fiecare număr întreg n = , , , , găsiți trei numere întregi a, b, c astfel încât n = (“) + Q + (') și i [M ] Folosind notația relației ( ), demonstrați „teorema g-nomială”: ( + i)( + qx) ( + qp n) = qk(k~l)/ xk Găsiți generalizări g-nomiale ale identităților fundamentale ( ) și ( ) [M b] Sirul numerelor n*,, n > , k > , satisface relatiile An = , -Ao* = &ok, Ank = A(n i)* + X(n D(t i) + ( ]*) pentru computer > Găsiți Apk- [M ] După cum știți deja, Q) este numărul de combinații de n elemente peste k, adică numărul de moduri de a alege k elemente diferite dintr-o mulțime de n elemente Combinațiile cu repetări diferă de combinațiile obișnuite doar prin aceea că un element poate fi selectat de un număr arbitrar de ori Astfel, pentru combinații cu repetiții, lista ( ) ar trebui extinsă pentru a include aaa, aab, aac, aad, aae, ab, etc Deci, câte combinații există cu repetiții a n obiecte peste k? [M ] Calculați suma k—m la obţinându-se astfel o formulă împerecheată cu ( ) [M ] Textul oferă formule pentru sume care conțin produsul a doi coeficienți binomi Pentru sumele care conțin produsul a trei coeficienți binomi, cel mai util este identitatea din exercițiu și următoarea formulă: ,xkfl + m\fm + nXfn + l\ (I + m + n)! , ' l ■ ttg • p la (k trece prin valori pozitive și negative ) Demonstrați această identitate [Indicaţie Există o dovadă foarte scurtă care începe cu aplicarea ex ] [MZO] Dacă I, m și n sunt numere întregi și n > , dovediți că V^/ iv+fc f + k'\fr'\fn'\fs + n- j- k m-j - G \ t - p - i) jk [M ] Arătați că { D } este numărul de moduri de a împărți o mulțime de n elemente în m submulțimi disjunse nevide De exemplu, setul { , , , } poate fi împărțit în două subseturi { } = moduri { , , }{ }; { , , }{ }; { , , }{ }; { , , }{ }; { , }{ , }; { , }{ , }; { , }{ , } Instruire Utilizați relații ( ) [HM \ (B F Logan) Demonstrați formulele ( ) și ( ) [M ] Fie n un număr întreg pozitiv, iar ai și y numere reale care satisfac inegalitatea n k > [M n ^ ° - " k=A Nu este foarte comun în matematica clasică și nu există o notație standard pentru aceasta Dar în analiza algoritmilor, aceasta apare aproape la fiecare pas, așa că vom folosi notația Hn pentru aceasta (Pe lângă Hp, literatura de matematică folosește și notația hn, Sn și i/j(n + ) + pentru această sumă Litera H înseamnă „armonică”; Hp se va numi numere armonice, deoarece ( ) se numește de obicei seria armonică ) La prima vedere, ar putea părea că pentru n mare, valoarea sumei Hn nu este prea mare, deoarece adunăm în mod constant numere din ce în ce mai mici Dar de fapt se poate demonstra că Hn poate atinge valori arbitrar mari, dat fiind un n suficient de mare, deoarece GT-" TP Hg™ > + — ( ) Această estimare inferioară poate fi obținută notând că pentru m > „ „ н т+ + —- + + —г - ^ m + + ^+î + ' ' ' + = H m + G Prin urmare, când m crește i cu , partea stângă a inegalității ( ) crește cu cel puțin j Dar avem nevoie de informații mai detaliate despre Hn decât cele date de inegalitate ( ) O estimare aproximativă a lui Hn este bine cunoscută (cel puțin în cercurile matematice); este dat de următoarea formulă: Yap = ipp + + + b) o , ( ) Dacă r este un întreg par, atunci se știe că valoarea ((?') este egală cu H& = I |Br| g! unde Br este numărul Bernoulli (a se vedea secțiunea și anexa A) În special, w( ) = ZL jjW — — w( ) — JL I oo ' ' °° ' ' Aceste rezultate au fost obținute de Euler; o discuție detaliată a acestui subiect, precum și dovezi ale formulelor, este dată în CMath, § Acum să ne uităm la câteva sume importante care implică numere armonice În primul rând, ( ) ^Hk = (n + )Hn - n k=l Aceasta se obține prin simpla modificare a indicelui de însumare: n k - n n - n k=l J= J = k=j J = (opt) n + - j j Formula ( ) este un caz special al sumei *=i (m)^' PE CARE o vom găsi acum Pentru a face acest lucru, folosim o tehnică importantă numită însumare pe părți Aceasta este o modalitate foarte utilă de a calcula suma atunci când valorile și (bfc+i - bk) au o formă simplă În acest caz, observăm că fc\ /'fc+l\ ( fc X mJ \m+ / \m -l/ prin urmare Prin urmare, (n+i\n -( H - V' (k + ( \m -l/ "+ \m -l/ m + l-^km/ m + lAmJ') Aplicând relația —( ), obținem formula dorită: unu tp + (nouă) (Derivarea acestei formule și rezultatul final al acesteia sunt similare cu calculul integralei /”* ' pt+ / I Eu xmlnxdx = -(În n - ) + -~ Jx m -l \ m + (m + ) metoda integrării prin părți ) Pentru a încheia această secțiune, luați în considerare un tip ușor diferit de sumă, care, pentru concizie, va fi notat temporar cu Sn Găsim că xkHk = Sn + x^kn ^xk-l(^Hk^ + ^ \u d Sn + x Sn - -y(n + V n + " \ la J Prin urmare, Sn+i = (x + l)Sn - ((i - )"+ - l)/(n - ) și deci Sn+ Sn (x -l)n+ (i -l)n n -l (n - )(i - )"+ Din această egalitate și faptul că Si = x rezultă ■Șn n (x + )nn Z^ k(x + )*' Suma din dreapta este suma parțială a unei serii infinite pentru n( /( - /(x+ ))) = n( + /x), această serie converge pentru x > , diferența între /n( + /m) și suma parțială este egală cu ! I- )* (n + )(x + )nx unu (n + l)(x + )n+l^ Astfel, am demonstrat următoarea teoremă Teorema A, dacă x > , atunci unu Hp - Infl + ) + e, \ X)) EXERCIȚII [ ] Ce sunt Ho, Hi și Yr [ ] Arătați că, modificând ușor dovada simplă care a fost folosită în text pentru a deriva inegalitatea H?™ > -m/ , se poate arăta că Hi™ suma rămâne mărginită pentru toate n Aflați limita superioară ► [ ] Care dintre următoarele afirmații sunt adevărate pentru toate numerele întregi pozitive p (a) Hp Ip p, (c) Hp > Ip p + [ ] Folosind tabelele din anexa A, introduceți valoarea lui Rxoooo până la a -a zecimală [M ] Demonstrați că numerele armonice sunt direct legate de numerele Stirling discutate în secțiunea anterioară, i e n' [M J] Fie T(m, n) = Hm + Hn - Hmn (a) Arătați că dacă m sau n crește, atunci T(m, n) nu crește (presupunând că tipul este pozitiv) (b) Calculați valorile minime și maxime ale lui T(m, t) pentru m, n > O [YM ] Comparați suma ( ) cu Ș £= Infc, găsiți diferența lor în funcție de n ► [MlS] Teorema A este aplicabilă numai pentru x > Care este suma luată în considerare pentru x = -I [M ] (Sumarea pe părți) În exercițiul - și în derivarea formulei ( ), am folosit cazuri speciale ale metodei generale de însumare pe părți Demonstrați formula generală ] (n/e+i ^) ^ -anbn aibi ^ - ( ^ - ^) Kt a,kXk și această serie converge pentru x ~ xo, atunci t> Jo '-Y [M J] Calculați *=i #* (n + - &)• [M Y] Calculați £) £ HkHn k ► [HM ] Luați în considerare funcția r'(r)/r(r) și folosiți-o pentru a arăta cum Yan poate fi extins în mod natural la valori non-întregi ale lui n Anticipând exercițiul următor, puteți folosi faptul că r'( ) = - [HM ] Arată că „'-n((> H*)=w (Luați în considerare lucrările parțiale ale acestei lucrări infinite ) numerele Fibonacci Succesiunea numerelor O, , , , , , , , , , , ( ) fiecare termen al căruia este suma celor doi anteriori, joacă un rol important în aproximativ o duzină de algoritmi aparent nelegați pe care îi vom studia puțin mai târziu Membrii acestei secvențe sunt notați prin Fn Să le definim oficial după cum urmează: fq = ; fj = ; Fn+ = Fn+j + Fn, n > ( ) Această secvență celebră a fost introdusă în de Leonardo Pisano, denumit uneori Leonardo Fibonacci (Filtus Bonaccii, adică fiul lui Bonaccio) În lucrarea sa Liber Abaci („Cartea Abacului”) conține următoarea problemă: „Câte perechi de iepuri se pot obține dintr-o pereche într-un an?” În acest caz, se folosesc următoarele ipoteze: fiecare pereche dă o altă pereche de urmași în fiecare lună, fiecare pereche nouă devine capabilă să se înmulțească la vârsta de o lună, iar în acest an iepurii nu mor Așadar, într-o lună vom avea două perechi de iepuri, în două luni vom avea trei perechi, în luna următoare perechea originală și perechea născută în prima lună vor mai da încă o pereche de iepuri, vor fi cinci în total , și așa mai departe Fibonacci a fost fără îndoială cel mai mare matematician european al Evului Mediu El a studiat munca lui al-Khwarizmi (de la care derivă cuvântul „algoritm”; vezi secțiunea ) și a adus contribuții semnificative la dezvoltarea științelor precum aritmetica și geometria Lucrările lui Fibonacci au fost republicate în [V Boncompagni, Scritti di Leonardo Pisano (Roma, - ), vol ; numerele Fn sunt discutate în Volumul , p - ] Problema iepurelui, desigur, nu a fost pusă pentru aplicare practică în biologie sau în teoria creșterii populației; a fost doar un exercițiu de adăugare Dar, în mod ciudat, este încă un exercițiu de completare grozav într-un curs de programare (vezi exercițiul ) Fibonacci a scris: „Această procedură [adăugare] poate fi efectuată pentru un număr infinit de luni ” Dar chiar înainte ca Fibonacci să-și scrie lucrarea, succesiunea (Fn) a fost discutată de oamenii de știință indieni în legătură cu problema versificării Ei au fost de mult interesați de modelele ritmice, care se formează ca urmare a alternanței silabelor lungi și scurte în poezie sau a bătăilor puternice și slabe în muzică Numărul de astfel de modele ritmice, având un total de n bătăi, este egal cu Fn + i, astfel încât Gopala (Gopâla) (înainte de ) și Hemachandra (c ) au menționat în mod explicit numerele , în lucrările lor , , , , [Vezi R Singh, Historia Math ( ), - ; vezi si ex - ] Aceeași succesiune apare în lucrarea lui Johann Kepler (Johann Kepler) în , care a reflectat asupra numerelor găsite în natură [J Kepler, The Six-Cornered Snowflake (Oxford: Clarendon Press, ), ] (I Kepler „On Hexagonal Snowflakes” (M : Nauka, )) Kepler se pare că nu știa că Fibonacci a menționat deja această secvență în scrierile sale Numerele Fibonacci se găsesc adesea în natură; probabil că există motive pentru aceasta similare cu ipotezele pe care le-am făcut în problema iepurelui [Cm Vezi Conway, Guy, The Book of Numbers (New York: Copernicus, ), - , pentru cea mai clară și mai detaliată discuție despre această problemă ] Primele semne ale unei conexiuni profunde între Fn și algoritmi au fost văzute în , când E Leger a folosit șirul Fibonacci pentru a studia eficiența algoritmului lui Euclid El a observat că dacă numerele m și n din algoritmul E nu depășesc Fjt, atunci pasul E va fi efectuat de cel mult k + ori Aceasta a fost prima aplicare practică a secvenței Fibonacci (vezi Teorema F ) În anii ai secolului al XIX-lea, matematicianul E Lucas (J Lucas) a obținut rezultate foarte profunde legate de numerele Fibonacci; în special, le-a folosit pentru a demonstra că numărul de de cifre - este prim Lucas a fost cel care a dat secvenței (Fn) numele „număr Fibonacci”, iar de atunci a devenit general acceptat Am considerat deja șirul lui Fibonacci în secțiunea (inegalitatea ( ) și exercițiul ) și am constatat că φn~ + Fn-i și = FnȘ + Fn-i pentru tot întregul n [M ] Secvența Fibonacci „de ordinul doi” este definită de relații Fo = , Fi = , Fn+ = Fn+i + Fn + Fn Exprimați Fn în termeni de Fn și Fn+i [Indicaţie Utilizați funcții de generare ] [M ] Exprimați următoarele secvențe folosind numerele Fibonacci (r, z și c sunt date constante): a) ao = r, ai = s; an+ = an+i + an, n > ; b) bo = , bu = ; bn+ = bn+i + bn + c, n > [M ] Fie m un număr întreg pozitiv fix Găsiți o aplicație dacă ao = , ai = ; an+ = an+i + an + (^) pentru n > [M ] Fie f(n) și g(n) funcții arbitrare și fie pentru n > ao = , ai = , bo = , bu = , со = , сі = , an+ - an+i + an + /(n); bn+ = bn+ + bn + p(n); Cn+ = cn+i + cn + xf(n) + bataie(n) Exprimați Cn în termeni de x, y, an, bn și Fn [M ] Numerele Fibonacci sunt implicit prezente în triunghiul lui Pascal Să se arate că suma coeficienților binomi este numărul Fibonacci [M ] Folosind convențiile din ex , demonstrați următoarea generalizare a egalității ( ): Fn+kFm-k - FnFm = ( - l)nFm-n-kFk [ ] F„ + F + este întotdeauna un număr Fibonacci? [M ] Ce este cos °? [Ml ] Exprimați suma de £ OF* folosind numerele Fibonacci [M ] Care este suma FkXk [M ] Arătați că (rk)Fm+k este un număr Fibonacci [M ] Generalizând exercițiul anterior, arătați că ^ k (£)FțFm+k este întotdeauna un număr Fibonacci [HM ' Calculați determinantul ordinului n x n: / - °\ - - - \ / \M ] Arătaţi că ”F„ = k impar Wl)/ [M ] Folosind exercițiul anterior, arătați că Fv = (p /'' (mod p) dacă p este un număr prim impar [M ] Folosind exercițiul anterior, arată că dacă p este un număr prim, altul decât , atunci fie Fp-i, fie Fp+i (dar nu ambele) este un multiplu al p [M J] Ce este Fn+i - Fn? [M ] (Coeficienți fibronomi ) Eduard Luca a determinat mărimile (n\ FnFn-i ■ ■ ■ Fn-fc+i ȚȚ f Fn-k+j \ \kb~ FkFk-L -F! „Fj) prin analogie cu coeficienții binomi, (a) Faceți un tabel de valori ( ) ^ Pentru O O ce faci De exemplu, pentru m = obținem identitatea Fn - Fn+i - F + + Fn+ - [M ] Arătați că Fintpmod = - φ~ n și F n+i^>mod = n [M J] Restul împărțirii unui număr Fibonacci la altul este ± număr Fibonacci Arătați că modulo Fn ' Fr dacă m mod = ; (-l)r+ Fn-r dacă m mod = ; mn+r - ( i)np'rj dacă m mod = ; , (-l)r+ +nFn-r, dacă m mod = [ffM J] Fie z = r/ + r n Arătați că sinnz/sinz = i nFn ■ [M J] (sistem de numere Fibonacci ) Fie notația k m înseamnă că k > m + arătați că pentru orice număr întreg pozitiv n există o reprezentare unică n = Fi^ + Fk -I F Fkr, unde [M J] (Sistem de numere phi ) Se consideră numere reale scrise cu ajutorul cifrelor și în baza φ (de exemplu, ( ) φ - φ + φ ) Arătați că există un număr infinit de moduri de a reprezenta numărul în acest fel, de exemplu = ( )f = ( ,)f Dar dacă cerem ca doi să nu apară la rând și ca această reprezentare să nu se termine cu o succesiune infinită de , atunci pentru fiecare număr nenegativ va exista o reprezentare unică Care va fi reprezentarea numerelor întregi? [M ] (șiruri Fibonacci ) Fie Si = „a”, S = „b”, și Sn+ = Sn+iSn, n > Cu alte cuvinte, Sn+ se formează prin plasarea Sn la dreapta Sn+i Avem = "ba", Sn = "bab", Ss - "babba", etc Evident, șirul Sn conține litere Fn Explorați proprietățile lui Sn- (Unde apar două litere consecutive? va fi a k-a litera Sn? Care este densitatea literei b? etc ) [L/ ] (R E Gaskell și M J Whinihan) Două persoane joacă următorul joc Există n jetoane; primul jucător ia orice număr de jetoane (dar nu toate odată) După acest punct, jucătorii se deplasează pe rând, fiecare luând una sau mai multe piese, dar nu mai mult de două ori numărul de piese luate de jucătorul anterior Câștigă cel care ia ultimul chip (Luați în considerare acest joc pe un exemplu concret Fie n = Jucătorul A a luat jetoane, deci jucătorul C poate lua până la jetoane, dar el ia Au mai rămas jetoane Jucătorul A poate lua sau jetoane ; el ia (Acum jucătorul B poate lua până la jetoane, el ia Au mai rămas jetoane De data aceasta jucătorul A ia jetoane, acum jucătorul B trebuie să ia cel puțin un jetoane, așa că la rândul următor jucătorul A câștigă ) Câte jetoane ar trebui să ia primul jucător la începutul jocului dacă inițial sunt de jetoane? [ ] Scrieți un program de calculator pentru jocul descris în exercițiul anterior, astfel încât să se joace optim [M J] Găsiți o expresie în formă închisă pentru an cu condiția ca ao = , ai = ȘI Op+ - Op+ „T bOp FOR TI [M ] Găsiți o soluție la relațiile de recurență Y( ) = ; f(n) = min max(l + f(k), + f(n - k)) pentru n > J Demonstrați că dacă n = Fki +' '' + Fkr este reprezentarea lui Fibonacci a lui n (vezi exercițiul ), atunci Fhj+i + ■ -f- -FK+i = f(fp) Găsiți o formulă similară pentru Fki-i + ■ • • + Fkr-i- [M b] (D A Klarner (D A Klarner) ) Arătați că dacă m și n sunt numere întregi nenegative, atunci există o succesiune unică de indici , astfel încât mn = Fki + Fk + ■ ■ ■ + Fk, , n = Fki^-i + Fk +i + ■ • - - Fkr+i (Rețineți că k poate fi negativ și r zero ) Funcții de generare De fiecare dată când este necesar să se obțină informații despre șirul numerelor (an) = ao, ai, a , , se poate considera o sumă infinită din „parametrul” z G(z) = a + a^z + a z -I-= ȘJanzn ( ) n> Și acum putem studia proprietățile funcției G Această funcție este caracteristică prin faptul că poate fi folosită pentru a reprezenta întreaga secvență Acest lucru este foarte important, mai ales dacă secvența (an) a fost determinată prin inducție (adică dacă an este definit în termeni de ao,ai, ,an i) Mai mult, cu ajutorul metodelor de calcul diferențial din funcția G(z) este posibil să se restabilească toți membrii șirului ao, ai, (cu condiția ca seria infinită ( ) să convergă pentru un z diferit de zero) G(z) se numeşte funcţia generatoare pentru secvenţa ao, ai, a , • ■ ■■ Utilizarea funcţiilor generatoare deschide noi orizonturi de metode şi tehnici şi ne extinde semnificativ capacităţile de rezolvare a problemelor După cum sa menționat în secțiunea anterioară, A de Moivre a introdus funcții generatoare pentru a rezolva relațiile de recurență liniare într-un mod general James Stirling a aplicat teoria lui de Moivre pentru a rezolva relații de recurență mai complexe și a arătat cum să folosească nu numai operațiile aritmetice, ci și diferențierea și integrarea [Methodus Differentialis (Londra, ), Propunerea ] Câțiva ani mai târziu, L Euler a găsit noi modalități de utilizare a funcțiilor generatoare, de exemplu, în studiul partițiilor [Commentarii Acad sci Animal de companie ( ), - ; Comentariu Novi Acad sci Animal de companie ( ), - ] Aceste metode au fost dezvoltate în continuare în Theorie Analytique des Probabihtes clasică a lui Pierre S Laplace (Paris, ) Problema convergenței serii infinite ( ) este foarte importantă În orice manual despre teoria seriei infinite sunt dovedite următoarele afirmații a) Dacă seria ( ) converge pentru unele z = zq atunci converge pentru tot z astfel încât \z\ n> n> B Schimbă Dacă G(z) este o funcție generatoare pentru (an) = а ,аі, , atunci zmG(z) este o funcție generatoare pentru {an m} = , , , ao, "U, : Zm - an-mZn ( ) n> n>t În suma din dreapta, însumarea poate fi extinsă la toate n > dacă presupunem că an = pentru orice n negativ În mod similar (G(z) ~ ao ~ a-tz - ■■■ - am-izm~v)/zm este funcția generatoare FOR (dn+în) ~ O'mі ttm+b • • • • z ~ m a "g" \u d ap + ™ * p- ( J n>m n> În secțiunea anterioară, pentru a rezolva problema Fibonacci, am combinat operațiile A și B: G(z) a fost funcția generatoare pentru (Fn), zG(z) pentru (Fn i), z G(z) pentru (Fn ) și ( - z - r )C(r) - pentru (Fn-Fn i -Fn ) Apoi, deoarece diferența Fn - Fn-i - Fn- este zero pentru n > , am constatat că ( - z - z )G(z) este un polinom În mod similar, funcția generatoare pentru orice succesiune liniară recurentă (adică o astfel de secvență pentru care an = cin i - • • • + cman m) este un polinom împărțit la ( - Ciz - • • • - cmzm) Să ne uităm la cel mai simplu exemplu Dacă G(z) este o funcție generatoare pentru o secvență constantă , , , , atunci zG(z') generează o secvență , , , , deci ( - z)G( z) = Ca rezultat, obținem o formulă simplă, dar foarte importantă: —= l + z + z + - (cinci) C Înmulțirea Dacă G(z) este o funcție generatoare pentru a ,ai, și H(z) este o funcție generatoare pentru b ,bi, , atunci G(z)H(z) = (ао " aiz " a Z + • • • )( о -biz -I- z + • • •) = (ao^o) + (oo^i - aibo)z -I- (oo^ - aibi + a o)z -I- • • • În consecință, G(z)H(z) este o funcție generatoare pentru secvența cq, сі, , unde n Cn= O'kbn-k-( ) fl/sQ Relația ( ) este un caz special al lui ( ) Un alt caz special important apare atunci când toți bn sunt egali cu unu: paisprezece G(z) = ao + (ao + ai)z + (ao - ai - a )z + • • • ( ) -z Aici obținem o funcție generatoare pentru sumele parțiale ale secvenței originale Relația ( ) implică o regulă pentru produsul a trei funcții; F(z')G(z')H(z) generează o secvenţă d , d^ , d , , unde dn-dibjCk- i+j+k=n (opt) Regula generală pentru produsul oricărui număr de funcții (în cazurile în care are sens) este următoarea: Wu ao * oaiLi Când relația de recurență pentru o anumită secvență conține coeficienți binomi, adesea devine necesar să se obțină o funcție generatoare pentru secvența cq , ci, , care este definită prin formula j> k> n> (nouă) (YU) Cn - 'J(^j^}O/kbn - k' În acest caz, de regulă, este mai bine să folosiți funcțiile generatoare ale secvențelor (an/n!), (bn/n\), (cn/n\), deoarece / ao ai a \ / &o &i , & I !+I!g+ !g +'”To! +îîz+ i unde cn este determinat prin formula ( ) C - Z ! D Modificarea variabilei z Este evident că G(cz) este funcția generatoare pentru secvența ao, cai, c ar, În special, funcția generatoare pentru șirul , c, c , c , este /( ) - cz) Folosim un truc binecunoscut pentru a extrage termenii seriei printr-unul: aiz - a z - a z - ••• Extragând rădăcini complexe din unitate, se poate dezvolta această idee și alege fiecare termen de lune Fie w = e ?rî/m = cos( r/m) -r sin( r/m) Atunci Y anzn — — Y a, *rG(a/z), Funcția generatoare pentru secvența (nm) este zG'(z) Prin urmare, efectuând operații asupra funcției generatoare, putem găsi funcția generatoare pentru șirul obținut din cea anterioară prin înmulțirea fiecărui termen an cu un polinom din n Procesul invers, adică integrarea, oferă o altă operație utilă: /•* II I / G(t) dt = aoz - -zdiz - -a z = ( ) Jo k Ca cazuri speciale, luăm derivata și integrala funcției ( ): /| X \u d + r - Zr - • • • =]> (k - l) ^ fc; ( ) ' k> nW = r + r + r' + - = trL Comparând ( ) și ( ), găsim funcția generatoare pentru succesiunea numerelor armonice: 'r*+"r" + = £i,L k> F Funcții generatoare cunoscute În fiecare caz, când o funcție este extinsă într-o serie de puteri, obținem, de fapt, o funcție generatoare pentru o anumită secvență Aceste funcții speciale pot fi foarte utile în combinație cu operațiunile descrise mai sus Mai jos sunt cele mai importante cazuri de extindere a seriei de putere i) Teorema binomială (l + z)r = l + rz+r^ )r + - (nouăsprezece) Dacă r este un număr întreg nenegativ, atunci obținem un caz special, care este deja reflectat în relațiile ( ) și ( ): / - n - ( - r)n+ \ k ѵ 'k> k> zk Există și o formulă generalizată dovedită în Ex - : ®g = t,g? - r(r - o K' În cazul general, avem următoarea formulă care conține numere Stirling: (ez - )n = zn + —C- ( Π + Ln+ + ■ • • = n! Y ( k }zk/kl ( ) p + I p J În J ' iii) Serii logaritmice (vezi ( ) și ( )) ln( + r) = r p + p = ^^^ D ( ) k> \u d £ (i-'-MgalL aici x este o funcție continuă a lui z, care este o soluție a ecuației x = ezx, unde x - pentru z = Generalizări importante ale formulelor ( ) și ( ) sunt discutate în Ex , - G Reprezentarea raportului Pentru coeficientul de la zn în expresia pentru G(z), este adesea convenabil să se folosească notația ”)• ( ) De exemplu, dacă G(z’) este funcția generatoare definită prin formula ( ), atunci [zn]G(z) este an și [zn]G(z)/(l - z) = Una dintre cele mai fundamentale Unul dintre cele mai importante rezultate ale teoriei unei variabile complexe este formula lui O L Cauchy (A L Cauchy) [Exercices de Math ( ), - = (Euvres ( ) , - , Eq ( )], peste care orice coeficient dorit poate fi reprezentat ca o integrală de contur G(z) dz zn+l' dacă G(z) converge pentru r = r și = ?t Formula ( ) este deosebit de importantă atunci când dorim să studiem comportamentul coeficientului Și în încheierea secțiunii, să revenim la problema, care a fost rezolvată doar parțial în Secțiunea Din formula —( ) și ex - rezultă că Să luăm în considerare cazul general Să fie n numere xi, x , ■ ■ ■ , xn și trebuie să găsiți suma hm = Xfa Xjm ( ) m o Conform regulii înmulțirii în serie, găsim G(z) = ( + xiz + xțz H-)( + x z + x z ) ( + xnz + x nz -) unu ( ) ( - xiz)(l - x z) ( - xnz)' Astfel G(z) este reciproca unui polinom În multe cazuri este util să se ia logaritmul produsului; făcând acest lucru și folosind formula ( ), obținem In G(z) = In -— -h In -— -XiZ -xnz (LL \ / le k X]ZK \ i ^nZ SV +'"+ sv k>l ' \*:> Astfel, am exprimat InG(z) în termeni de S*, k > Acum, pentru a obține răspunsul final, rămâne să găsim extinderea seriei de puteri a lui G(z') folosind ( ) și ( ): ( ) y- SkZk k ' k>i G(z) = eln G(z) = exp eSkrk/k i?+¥ S*fs* S z* l*i fcj *W - ! J" I t tk ™ kt \) ( ) impozant suma cu atentie m> ' ki,k , ,km> fci - fc + +mkm=m Valoarea dintre paranteze este hm Această considerație se dovedește a nu fi atât de dificilă Numărul de membri pentru un anumit valoarea lui m este egală cu p(m), adică numărul de partiții m (a se vedea secțiunea ) De exemplu, una dintre partițiile numărului este - + + + + ; aceasta corespunde unei soluții a ecuației ki + k + • • • + ă? = , unde k-, este numărul de termeni din partiție egal cu j În exemplul nostru, ki = , k - , & = și toate celelalte k} sunt egale cu zero, deci obținem termenul Si o Gn(z)wn Găsiți o formă închisă pentru funcția generatoare L= k=O [M ] Găsiți o formulă simplă pentru funcția generatoare Gnr(z) = ^kankrZk, unde ankr este numărul de moduri de a alege k obiecte din n, cu condiția ca fiecare obiect să poată fi ales de cel mult r ori (Pentru r = , obținem (t) moduri, iar pentru r > k, numărul de combinații cu repetări, ca în exercițiul - ) [M ] Aflați coeficienții în expansiunea funcției /( - z)w într-o serie de puteri duble în z și w ► [A/ ] Având în vedere numere întregi pozitive n și r, găsiți formule simple pentru următoarele sume: (a) A= \HM } Găsiți o funcție generatoare pentru șirul (n!) și investigați proprietățile acestei funcții IM Găsiți o funcție generatoare G(z) pentru care [M ] (L Carlitz ) (a) Demonstrați că pentru toate numerele întregi m > există polinoame fm (zi, ,zm) și gm(zi î • ■ • î Zm ) astfel încât formula Y' ( Г \( ^ \ ( Zl \П — kl)\n— k / \n—km/ m — fm (zi, ■ ■ ■ , Zm ) Qm (^ , • • • , Zm) se transformă într-o identitate pentru toate numerele întregi n > r > (b) Generalizarea ex , găsiți forma închisă pentru suma exprimându-l în termenii funcțiilor fm și gm de la punctul (a) (c) Găsiți o expresie simplă pentru Sn(zi, , zm) dacă zi - ■■■= zm = z [M ] Demonstrați că pentru orice funcție generatoare G(z) =( + Calculați ambele părți ale acestei identități dacă G(z) este, (a) /( - z); (b) (ez - l)/z ► [M ] Calculați suma E*, (fc)( „Zfcfc)(— )*, simplificând formula echivalentă E>*] ( - w)n [z"'*] ( + z) "- * [MJ ] Găsiți o generalizare a notației ( ) conform căreia, de exemplu, se poate scrie [z - z ] G(z) - ar - a$, unde G(z) este dat de formula ( ) Analiza algoritmului Este timpul să aplicăm unele dintre tehnicile discutate în secțiunile anterioare la studiul unui algoritm tipic Algoritmul M (Găsirea maximului) Pentru n elemente date X[l], X[ ], , A'[n], este necesar să se găsească astfel de valori m și j încât m = X[J] = maxi X[ ] > • • • > X[n] Deci media este între și n - Va fi |n? Sau tu/nu? Pentru a răspunde la această întrebare, trebuie să aflați ce se înțelege prin medie Și pentru a determina corect media, vom face câteva ipoteze privind caracteristicile datelor de intrare Ar[ ], ^ "[ ] ,X[n] Vom presupune că A [A:] sunt valori diferite și că toate și ! permutările acestor valori sunt la fel de probabile (În majoritatea cazurilor, aceasta este o presupunere rezonabilă, dar, după cum veți vedea în exercițiile din această secțiune, analiza se poate face și în baza altor ipoteze ) Performanța algoritmului M nu depinde de valorile în sine -V[/c]; contează doar ordinea relativă a plasării lor De exemplu, dacă n = , următoarele șase posibilități sunt presupuse a fi la fel de probabile Valoarea situației A Valoarea situației A X[ ] probabilitatea ca valoarea A să nu se încadreze în intervalul (An-r ap apare cu probabilitate , atunci media lui (A - An) este mai mare decât p ■ (r pr Vn ) De regulă, această relaţie se numeşte inegalitatea lui Cebyshev, deşi de fapt a fost obţinută pentru prima dată de J Bieneme (J Biepautio) [Comptes Rendus Acad sci Paris ( ), - ] Pentru a determina comportamentul lui A, găsim probabilitățile pnk Acest lucru este ușor de realizat prin inducție Conform ( ), este necesar să se calculeze numărul de permutări a n elemente pentru care A = k Să notăm acest număr cu Pnk- Este egal cu Pnk = n'Pnk- Se consideră permutările TіTr ■■■xn ale elementelor { , , ,n} (vezi Secțiunea ) Dacă Ti = n, atunci valoarea lui A este cu o mai mare decât valoarea pentru permutarea T - mp Dacă Ti n, atunci valoarea lui A este exact aceeași ca și pentru permutarea X xn Prin urmare, Рп = P(ni)(ki) + (n - )Р(n-i)b, care este echivalent cu relația p - Pnk - ~P(n-i)(k-i) " P(n-i)k- ( ) n n ' * p = P{| - - p| > este [zn] ( - z) {[}(ln țtt)*** , care este aproximativ egal cu (lpp)g (vezi R B M Roes, SACM ( ), ) Distribuția probabilității pentru valoarea A a fost studiată pentru prima dată de F G Foster (F G Foster) și A Stuart (A Stuart), J Roy stat soc B ( ), - ] În mod similar, se poate calcula valoarea dispersiei Vp Dar mai întâi, formulăm o teoremă care ne permite să ne simplificăm problema * Deoarece există o corespondență unu-la-unu între variabile aleatoare întregi ȘI funcții generatoare, este clar că simbolurile mean(G) și var(G) denotă media și varianța unei variabile aleatoare cu funcția generatoare G—Ed ** I "] este coeficientul lui zn în expansiunea funcției f(z) într-o serie de puteri — Ed Teorema A Fie G și H două funcții generatoare astfel încât G(l) = H( ) - , iar mărimile mean(G) și var(G) sunt definite prin formulele ( ) și ( ) Apoi egalitățile medie(GH) = medie(G) + medie(H)-, var(GH) - var(G) + var(H) ( ) Această teoremă spune că media (varianțele) produsului funcțiilor generatoare este egală cu suma mediilor (varianțelor) funcțiilor generatoare* Vom dovedi ceva mai târziu | Setând Qn(z} = (z + n - )/n, avem Qn(l) = /n, Q"(l) = Prin urmare, mean(Qn) = -, var(Qn) = - - D- nn nz Și în sfârșit, deoarece Gn(z) = PG= Qk(z), prin urmare, nn medie (Gn) = ? medie (Qjfc) = ? - = Hn - , k= k= k w ) Însumând rezultatele obținute, obținem caracteristicile statistice dorite ale mărimii A: А = (min , аѵе Нп - , max n - , dev Нп - ) ( ) Această notație, ca și în ( ), va fi folosită pentru a descrie caracteristicile statistice ale mărimilor probabilistice de-a lungul cărții Deci, am terminat analiza algoritmului M; o caracteristică nouă a acestei analize a fost aplicarea fundamentelor teoriei probabilităților Pentru majoritatea aplicațiilor luate în considerare în această carte, cunoștințele elementare ale teoriei probabilităților sunt suficiente Definițiile și metodele simple de calculare a mediei, varianței și abaterii standard pe care le-am luat deja în considerare ne vor permite să răspundem la majoritatea întrebărilor puse Algoritmii mai complecși vor ajuta la dezvoltarea capacității de a utiliza liber instrumentele teoriei probabilităților Să ne uităm la câteva probleme probabilistice simple pe care să le exersăm folosind puțin aceste metode În legătură cu teoria probabilității, primul lucru care ne vine în minte este problema aruncării unei monede Să presupunem că aruncăm o monedă de n ori și probabilitatea de a ieși cu cap este p De câte ori iese capul în medie? Care este abaterea standard Luați în considerare cazul unei monede asimetrice, adică una pentru care capul și cozile nu sunt la fel de probabile Astfel, nu presupunem că p = | Acest lucru face sarcina mai interesantă; în plus, orice monedă reală nu este simetrică (altfel nu am putea distinge o față de cealaltă) * Autorul înseamnă că media (varianța) unei variabile aleatoare corespunzătoare funcției generatoare GH (suma a două variabile aleatoare independente corespunzătoare funcțiilor generatoare G și H) este egală cu suma mediilor (varianțelor) aleatoarelor variabile corespunzătoare funcţiilor generatoare G şi H - Note , ed Acum să continuăm discuția Fie probabilitatea ca „vulturul” să cadă de k ori și fie G„(z) funcția generatoare corespunzătoare Evident, Pnk PP(n- )(k~ ) + QP(n-l)k! (T ) unde q = - p este probabilitatea de a obține „cozi” Ca și mai înainte, din ( ) obținem că Gn(z) — (q + pz)Gn-i(z), iar în virtutea condiției inițiale evidente Gi(z) = q + pz avem Gn(z') = (q + pz)n ( ) Prin urmare, prin teorema A, obținem medie(Gn) = n medie(Gi) = pn; var(Gn) = n var(Gi) = (p - p )n = pqn Astfel, pentru numărul de titluri, obținem următoarele caracteristici: (min avepn, max n, dev \/pqn) (nouăsprezece) Pe fig Figura prezintă valorile pnk la p = |, n = Dacă abaterea standard este proporțională cu y/îi și diferența dintre maxim și minim este proporțională cu n, putem presupune că situația este „stabilă” ” raportat la medie Orez Distribuția probabilității pentru problema aruncării monedelor: încercări independente cu o probabilitate de succes egală cu / în fiecare încercare Să rezolvăm o altă problemă simplă Să presupunem că în timpul executării unui proces există posibilități equiprobabile de obținere a valorilor , , ,n Funcția generatoare în acest caz are forma w , n Zn+ -Z G(z) = -z + -z -i - - -zn - nnnng-I (douăzeci) După calcule destul de laborioase, constatăm că G'(*) = G"(z) = ngp+ - (n + )gp + n(z - l) n(n - l)zn+ - (n + l)(n - l)zn + n(n + l)zn - n(z - l) Acum, pentru a găsi media și varianța, trebuie să calculați G'(l) și G"(l); dar dacă doar înlocuiți valoarea lui z = în formule, obțineți o expresie ca / Prin urmare, devine necesar să găsim limita deoarece z tinde spre unitate, dar aceasta nu este o sarcină banală Din fericire, există o modalitate mult mai ușoară de a rezolva problema în continuare Prin teorema Taylor (Tavyog) avem ( ( + z) = ( ( ) + r) ( ) ( ) Este ușor să demonstrezi aceste formule Dacă G(z) = p + piz + p?z + ■ ·, atunci Pr(A' r) = + pu+ + • • • Alegând astfel de valori ale lui х care minimizează sau minimizează aproximativ laturile drepte ale inegalităților ( ) și ( ), se pot obține estimări de sus care sunt destul de apropiate de valorile adevărate ale probabilitățile din stânga În ex - inegalitățile ( ) și ( ) sunt ilustrate^! pentru mai multe ocazii importante Aceste inegalități sunt cazuri speciale ale unei legi mai generale subliniate de A N Kolmogorov în Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeitsrechnung krieg (Springer, ): dacă f(i) > s > pentru tot t > r, atunci Pr(X > r) fci+ fca+ an R ^* + +* lw! Cfci ± —±Li"—V! m m' *eu! '*i* ! !*a *„! tg!* În special, „i = Afi, k = M - L/ (după cum știm deja), k = M - M M + M? și m \u d Mі - Mi Mz + IM M - ZM - bMi Găsiți o expresie similară pentru kp prin momentele centrale m , mpz, unde n> [JM ] Se spune că o secvență de distribuții de probabilitate corespunzătoare funcțiilor generatoare Gn(z) cu medie pn și abateri standard an tinde către o distribuție normală dacă lim = e p/ n—+OO pentru toate valorile reale ale t Fie Gn(z) dat prin formula ( ) Să se arate că distribuția corespunzătoare lui G„(z) tinde către distribuția normală Cometariu Se poate demonstra că definiția dată aici a tendinței către o distribuție normală este echivalentă cu următoarea formulă: f \ [ — t^/ j hm probabilitate - oo distribuția Poisson cu medie pr tinde către distribuția normală în sensul ex [M ] Fie distribuția unei variabile aleatoare X un amestec de distribuții, generate de funcțiile gi(z), , gr(z), în sensul că distribuția X cu probabilitatea pk coincide cu distribuția variabilei aleatoare corespunzătoare funcției generatoare gk(z), unde pi + rg + ■ • + r = Aflați funcția generatoare pentru X Exprimați media și varianța lui X în termeni de medii și varianțe qi, p , ■ , dg- [M ] Fie f(z) și g(z) funcții generatoare care corespund unor distribuții de probabilitate a) Să se arate că h(z) = g(/(z)) este și o funcție generatoare corespunzătoare unei distribuții de probabilitate b) Interpretați /i(z) în termeni de /(z) și g(z) (Care este semnificația probabilităților date de coeficienții de expansiune ai lui t(z)?) c) Exprimați media și varianța h în termeni de medii și varianțe f și așa mai departe [M ] Să presupunem că mărimile pe care le-am notat cu X[ ], X[ ], , X[n] în descrierea algoritmului M, conțin exact k uni, k doi, , kn numere n în ordine aleatorie (Aici £ + -I -h кп =п S-a presupus în text că ki - k = ■ • • = kn = ) Să se arate că în această situație mai generală funcția generatoare ( ) va avea forma / kp- z + kp \ / kn- Z + kp- i -i-kp \ / fci z + /r; - • • • + A:n N \ kp-i + kp / \ kp- + k „-i + kp / x k + k -I- • • ■ - kp) presupunând că / = * c > - Aprox ed [M ] Dacă ac > a, pentru r(p + e)) și se obține o estimare similară pentru Pr( Y pr) (b) Exprimați părțile din dreapta acestor estimări într-o formă mai convenabilă când r ~ (c) Arătați că dacă r este suficient de mare, atunci avem Pr( Y > pr) n Nu putem spune care sunt de fapt aceste constante M și po, deoarece în fiecare caz ele depind de relația în care este folosit simbolul O De exemplu, relația ( ) înseamnă că |П - Ип - | n Deși nu sunt date valorile constantelor M și , putem fi siguri că pentru n suficient de mare cantitatea O( /n) va fi arbitrar mică Să ne uităm la câteva exemple suplimentare Noi stim aia I + + + n = ±n(n + |)(n + ) = |n + |n -dp De aici rezultă că I + + ■ • ■ + n = O(n ), ( ) I + + • • + n = O(n ), ( ) I + + • • ■ + n = |n + O(n ) ( ) Relația ( ) este oarecum aspră, deși corectă Relația ( ) este mai puternic și ( ) și mai puternic Pentru a confirma corectitudinea acestor relații, demonstrăm că dacă P(n) = ao + aip -I -h amin este un polinom arbitrar grad mai mic sau egal cu m, atunci P(n) = O(nm) Aceasta rezultă din următoarele estimări: |P(n)| Prin urmare, putem lua M = |a | + |ai| + • • • + |at| și po = Am putea lua, de asemenea, de exemplu, M = |a |/ m + |a |/ m + • • ■ + |am| și n = Simbolul O este foarte util în lucrul cu formule aproximative, deoarece vă permite să descrieți pe scurt esența problemei, omițând detalii inutile Mai mult decât atât, se pot efectua operații algebrice binecunoscute pe simbolurile O, deși există câteva particularități de reținut Cel mai important punct este că egalitățile sunt unilaterale: scriem |n + n = O(n ), dar în niciun caz O(n ) = |n + n (În caz contrar, deoarece |n = O(n ) , se poate ajunge la absurditate completă obținând egalitatea |n = |n + n ) Urmăm întotdeauna convenția că partea dreaptă a egalității nu poartă mai multe informații decât stânga; partea dreaptă este o „asperare” a stângii Convenția privind utilizarea semnului „=” poate fi formulată mai precis astfel: formulele care conțin notația O(/(n)) pot fi considerate ca mulțimi de funcții ale lui n Notația O(/(n)) denotă ansamblul tuturor * Comparativ cu / (n) - Ed funcțiile g de numere întregi* pentru care există constante M și n astfel încât | (n)| n Dacă S și T sunt mulțimi de funcții, atunci S + T denotă mulțimea {g +'k | e S și h € T}; la fel se definesc multimile +c, S - T, ST, log etc ca multimea functiilor apartinand clasei o(n) este cuprinsa in multimea functiilor apartinand clasei /?(n) În consecință, majoritatea operațiilor uzuale pot fi efectuate folosind semnul dacă o(n) = / (n) și / (n) = ( ), atunci o(n) = ( ) În plus, dacă a(n) = (n) și dacă convergând în punctul z = z Apoi suma valorilor absolute converge de asemenea pentru |z| este necesar doar să arătăm că valoarea dintre paranteze este mărginită pentru |z | , în timp ce timpul ca sumă oo E k= / ■ / - la n^ ~k diverge pentru toți n (vezi exercițiul ) Pa |r|, apoi o sumă infinită Er -*]nT~k converge spre nr = l/(n - ) - Această sumă poate fi scrisă și într-o formă mai naturală, {*Ггг}^г А:, folosind relația -( ) Să dăm un exemplu simplu pentru a ilustra conceptele introduse Luați în considerare cantitatea {/n Pe măsură ce n crește, șirul de rădăcini a n-a a unui număr fix va scădea, dar nu este deloc evident dacă șirul ^/n va scădea sau va crește Se dovedește că ^/n scade și tinde spre unu Acum să considerăm o cantitate puțin mai complicată n(^/n - ) Aici ({/n - ) scade pe măsură ce n crește Și cum se va comporta n(^d - )? Această problemă este ușor de rezolvat folosind formulele de mai sus Avem n = jp'n "/" = ! + (ІП p/p) + О ((În p/p) }, (optsprezece) întrucât lnn/n -> ca n -> op (vezi exercițiile și ) Relația ( ) dovedește afirmația că ^/n -> Mai mult, din aceasta rezultă că n((/n - ) = n(lnn/h + (( pp/n) )) = inn + O((lnn) /n) ( ) Cu alte cuvinte, n((/n - ) este aproximativ egal cu ipp; aceste mărimi diferă cu (( pp) /n), care tinde spre zero pe măsură ce n merge la infinit Mulți oameni folosesc adesea greșit notațiile O, crezând că dau ordinea exactă de creștere, adică determină atât limitele superioare, cât și inferioare De exemplu, se poate spune că un algoritm de sortare a n numere este ineficient „deoarece timpul său de execuție este O(n )” Dar de aici nu rezultă că timpul de execuție al algoritmului nu este nici O(n) Pentru fețele inferioare, există o altă notație, cu simbolul „omega mare” Afirmație (n) = P(/(n)) ( ) înseamnă că există constante pozitive L și po astfel încât |z(n)| > L|/(n)| pentru toate n > Po• Această intrare ne permite să concluzionam corect că un algoritm de sortare al cărui timp de execuție este N(n ) nu va fi la fel de eficient ca un algoritm al cărui timp de execuție este O(nlogn) (pentru n suficient de mare) Dar fără a cunoaște constantele implicate de notația O și Q, nu putem spune nimic despre cât de mare trebuie să fie n pentru ca metoda O(nlogn) să înceapă să câștige eficiență Și, în sfârșit, pentru a specifica ordinea exactă de creștere fără a oferi valorile exacte ale constantelor, puteți utiliza notația mare theta: £?(n) = Ѳ(/(n)) q(n) = O(f(n)) și q(n) = P(/(n)) ( ) EXERCIȚII [HM ] Ce este limn-kyu O(n~ / )? [MIO] Domnule Dall*, folosind formula „evidentă” O(/(n)) - O(/(n)) = , a obținut rezultate uimitoare Care a fost greșeala lui și cum ar trebui să arate partea dreaptă a formulei „evidente”? [M ] Înmulțiți (În n+ -O(l/n)) cu (n+O(\/n)) și reprezentați rezultatul cu O [M ] Dați o expansiune asimptotică a lui n((/a - ), unde a > , până la termenii de ordinul O( /n ) [M ] Demonstrați sau infirmați următoarele - O(f(n) + g(n)) = f(n) -I- O(g(n)), dacă f(n) și g(n) sunt pozitiv pentru din toate n (Comparați cu formula ( ) ) [M ] Unde este eroarea din următorul raționament? „Deoarece n = O(n) și n = O(n), , atunci £>n = £ (n) = (n )” fc=l * Inițial de V S Dull Din engleză, „dull” („prost”) - Notă, traducere [HM ] Demonstrați că pentru un întreg arbitrar m este imposibil să găsiți M astfel încât pentru valori arbitrar mari ale lui x să fie valabilă inegalitatea ex ca n oo [HM ] Arătați că e ^ = + O(zm) pentru tot m fix > [HM ] Faceți o afirmație similară enunțului din exercițiu în raport cu ln(l + O(zra)) ► [LN ] Explicați de ce formula ( ) este corectă [HM ] Demonstrați că nu tinde spre zero ca k oo pentru niciunul întreg n Folosiți faptul că = ( |)' lzk] (zeZ/(eZ ~ )) / - ► [MIO] Demonstrați sau infirmați următoarele: q(n) = P(/(q)) dacă și numai dacă /(n) = O(q(«)) * Formula de însumare a lui Euler Una dintre cele mai bune metode de obținere a sumelor aproximative este metoda propusă de Leonhard Euler Constă în aproximarea sumei finale printr-o integrală și, în multe cazuri, permite obținerea aproximărilor cu orice grad de precizie [Comentarii ale Academiei? Scientiarum Petropolitanae ( ), - ] Orez Compararea sumei cu integrala Pe fig comparați J" f(x)dx și f(k) pentru n = Presupunând că f(x) este o funcție diferențiabilă, metoda Euler poate fi utilizată pentru a obține o formulă convenabilă pentru diferența dintre integrală și sumă Pentru comoditate, introducem următoarea notație: {x} = x mod = x - |q] (unu) Să începem cu următoarea identitate: /•*+ rfc+ / ({*} ~ î)f'(x)dx = (x - k f(x)dx Jk Jk = L(/(fc + l)+ /(*)) / f(x) dx ( ) Jk (Am aplicat formula de integrare pe părți ) Adăugând ambele părți ale acestei egalități pentru l ( ) Coeficienții acestei serii, care apar în multe probleme, au fost introduși de Jacques Bernoulli în Ars Conjectandi, publicat după moartea sa în Cel mai interesant lucru este că aproape în același timp, aceste numere au fost descoperite și de japonezul Takakazu Seki (Takakazu Seki) și au fost publicate pentru prima dată în , la scurt timp după moartea sa [Cm Takakazu Seki's Collected Works (Osaka, ), - ] Avem Bo \u d , Bi \u d - B - Vz \u d O, B \u d - ( ) unele valori ulterioare ale numerelor Bernoulli sunt date în Anexa A Deoarece funcția zzz ez + ze~z + e - + ~ ez - = ~ e~r - este chiar, atunci Vz = B = B = B = • • • = ( ) Înmulțind ambele părți ale egalității ( ) cu e - și egalând coeficienții la aceleași puteri ale lui z, obținem formula ('^ = Δr + , atunci conform ( ) W( ) = W = ?m( ); cu alte cuvinte, W({a:}) nu are pauze pentru valorile întregi ale lui x În curând va deveni clar modul în care polinoamele Bernoulli și numerele Bernoulli sunt relevante pentru subiectul nostru Diferențiând ( ), aflăm BM = ț(^ym-k)Bkxm-k- - tW~ (x) (nouă) și, prin urmare, pentru m > putem integra pe părți: i - v„+ (o)/ (i)) Folosind acest rezultat, putem îmbunătăți formula ( ) și, folosind ( ), obținem formula generală Euler GP D /(*) = / f(x)dx - ~(f(n) - f(l)) + r(/'(n) -/'( )) + ••• l (T)^ ( ) Jj Rmn rămas va fi mic pentru valori foarte mici ale lui Bm({x})f(-™'>(x')/m' și, de fapt, se poate demonstra că chiar și pentru m W({x}) pentru oo la n->oe k=l Din faptul că există limita limn >oo Rmn = ± f^°Bm({x})dx/xm+ , rezultă că există o constantă Atunci, pe baza ( ) și ( ) , obținem o formulă generală aproximativă pentru numerele armonice: Da- t \u d Ip p + + Y k=i (- )*" #* knk Înlocuind m cu m + , obținem HM=l„ + + fHt^t (J ) ( ) fc=l Mai mult, din ( ) se poate observa că eroarea este mai mică decât primul termen aruncat Ca caz special (adăugând /n la ambele părți) obținem „ , „ В Н„ = „„ + + - + oo Această metodă poate fi aplicată și pentru a obține formula Stirling aproximativă De data aceasta setăm f(x) = Ini și din ( ) obținem n(n - )! - nlnn - p + - | pp + Ș ~ - ) + Rmn' ( ) Continuând raționamentul, așa cum se arată mai sus, concluzionăm că limita E^fc( l)fc+i — -——I- Іш Rmn k (k - ) p-i " exista Să o notăm temporar cu st („constanta lui Stirling”) Ca rezultat, obținem formula Stirling aproximativă Ipp! \u d (n + |) Ipp - n + a + + Sh' ( ) În special, punem m = Atunci Ipp! = (n + |) np - n + v + - - + O( ) Și acum, după potențarea ambelor părți, găsim: , i r-(n\n ( \\ n' = e ϵp - exp — , - —r • \f) *\ n bn \n JJ Folosind faptul că ea \u d x / mr (vezi exercițiul ) și extinzând exponentul într-o serie, obținem rezultatul final: /pchp/ i ! / , ! = V + S + ^ "" П* + °Ы J' ° ) EXERCIȚII [MJ ] Demonstrați relația ( ) [HM ] Rețineți că formula ( ) rezultă din ( ) pentru orice secvență Bp, și nu doar pentru cea definită de relația ( ) Explicați de ce utilizarea acestuia din urmă este o condiție necesară pentru validitatea relației ( ) [HM ] Fie Cn - ((-l)mBm/rn!) (/('n~ )(n) - /(m )( )) al mi-lea termen corector din formula de însumare a lui Euler Presupunând că funcția f(m\x) are semn constant pe intervalul ; cu alte cuvinte, arătați că valoarea modulo a restului nu este mai mare decât valoarea ultimului termen calculat [HM ] (Sume puteri ) Dacă f(x) = xm, atunci toate derivatele funcției f de ordinul m + și mai sus sunt egale cu zero, deci formula de însumare a lui Euler oferă valoarea exactă sume Sm(n) - k” , (a: - t) dt, ( ) n! Jo n- vom înțelege în curând necesitatea introducerii unei funcții importante, care se numește funcția gamma incompletă: y(a, x) - [e~lta~A dt ( ) Jo Vom presupune că a > Din exercițiu - avem y(a, oo) - r(a); asta explică numele „funcție gamma incompletă” Are două extensii utile într-o serie în puteri de x (vezi exercițiile și ): ^,a xa^ Xa+ = - - J+î + Î(a + ) “ t , h ha ha+ ha+ e y(a, x) = -H r + — r; m + • a a(a + ) a(a + )(a + ) y- (- ) khk + a k'-(k + °) ' ѵ hk+a ^a(a + ) (a+A)' Din a doua formulă este vizibilă legătura cu Wrі): n!e” / (n, n) \ n” \(n - )!) ( ) (opt) (nouă) Această egalitate a fost scrisă special într-o formă mai complicată decât este necesar, deoarece ^(n, n) este partea ( , ) = Г(n) = (n - )! și n! e”/n” este valoarea de la ( ) Prin urmare, problema se reduce la găsirea unor estimări bune pentru (n, n)/(n - )! Să determinăm acum valoarea aproximativă a (n+ , x+y)/Γ(x+ ) pentru y fix și x mare Rețineți că metodele folosite aici sunt mai importante decât rezultatele, așa că cititorul ar trebui să înțeleagă cu atenție calculele de mai jos Prin definiție, avem ?(* + , * + y) [x+vt x,f G(l + ) G(x + )/ GOO j ,x+y = -r^iL e”,I | și pentru x mare Suntem interesați de aproximarea până la termeni de ordinul O(x~m), și deoarece O(( /er)x) este mult mai mic decât O(x~m) pentru orice r pozitiv, trebuie să luăm integrala numai de la la r pentru orice r pozitiv fix Prin urmare, luăm r suficient de mic pentru ca toate operațiile de mai sus pe serii de puteri să fie valabile (vezi relațiile -( ) și -( )) pentru că f°° H / xe xvva dv - - / e qa dq = - G(a - ), dacă a > - , Jo xa Jo xa apoi, substituind seria ( ) in integrala ( ), obtinem in final \/ tg i/o , \/ tg / / \ - - -x / -x - -x / - O (x ) ' Gradul I> In integrala !■> substituim t = si -x si obtinem GU e-i ( + -V du (paisprezece) (cincisprezece) ( ) Acum și \x i ( — = exp I—u -rrlnl - e „ \ h /-yy u* oA ;))=ech,(- + z?+ ) u u u = ~ ~x + ^ + ^ + ° } pentru / x și a exprimat integrandul ca sumă de termeni de forma c k exp(-u )uJx~k/ du Integrala / poate fi ignorată deloc, deoarece a/y(a, x) = x (vezi ( )) O metodă și mai simplă – probabil cea mai simplă posibilă – pentru obținerea unei formule asimptotice pentru oou /x), atunci /•№)/ѵ/ і = V I e"' dt + O(l) ► [HM ] Cum se comportă funcția y(x + , pm)/T(a: + ) la m mare? (Aici p este o constantă reală; iar dacă p și e > , f(k, n) se poate scrie ca £ cr k '+ n~'~ + O(n(m+ )( / + c)), dacă pentru toate > [Indicatie Sumele peste k, unde n / +e o^>e~k / n ' pentru FIXIR° * dat t > poate fi obținut folosind formula de însumare a lui Euler e) În sfârșit, arătați că această formulă poate fi obținută până la termeni de ordinul O(n r) pentru orice r [HM ] Aflați legătura dintre integrala °° / z \n ( H— ) e z dz \ P/ și funcția Q(n) [M J] Demonstrați identitatea = (-l)n(n- )>, unde n > k [HM ] (K W Miller) Din motive de simetrie, luați în considerare și a patra serie, care este pentru P(n) ceea ce este R(n) pentru Q(n): - - n a- —— n + - V (n + fe ~ !)! 'n + n + n + (n - )' (n + k)k Cum arată reprezentarea asimptotică a acestei funcții? [Af ] Arătați că sumele £(£)A>fc(n - k)n~k și £(£)(£"M)*(P - k)n~k pot fi foarte simplu exprimate în termeni a functiei Q [HM ] (Lema lui Watson ) Să se arate că dacă integrala Cn = [e~nxf(x)dx Jo există pentru toate n marile, iar dacă f(x~) = O(x~) pentru Oia > - , atunci Cn = O(n- -Q) [NMZO] Fie u = w + |w + ^w - іоШ Ч = SОLi ckWk o serie de puteri care este o soluție a ecuației w = (u - |u + |u - |u + ■ ■ ■ ) / ( vezi ( )) Arata asta Q(n) + = £ kskG(k/ ) + O(n ~m^ ) xxl pentru toate m > [Indicatie Aplicați Lema lui Watson la identitatea din Ex cincisprezece ] Simt că ar trebui să fiu bun la matematică, deși nu înțeleg de ce este atât de important - HELEN KELLER ( ) МІХ În această carte există referințe FOARTE FRECVENTE la limbajul intern al computerului Mai mult, vom folosi un computer ipotetic numit „MIX” MIX-ul nu este practic diferit de orice alt computer din anii - , doar că este probabil mai elegant La dezvoltarea limbajului de calculator MIX, scopul a fost să îl facă suficient de puternic pentru a permite majorității algoritmilor să scrie programe scurte și, în același timp, suficient de simplu pentru ca operațiunile sale să poată fi reținute cu ușurință Recomand cu tărie cititorului să studieze această secțiune cu atenție, deoarece limbajul MIX este folosit în atât de multe secțiuni ale cărții Alungați toate îndoielile cu privire la merită să învățați limbajul mașinilor Autorul și-a dat seama odată că nu era neobișnuit să scrieți programe în mai multe limbaje de mașină diferite timp de o săptămână! Toți cei care sunt interesați serios de computere trebuie să învețe, mai devreme sau mai târziu, cel puțin un limbaj de mașină În timpul dezvoltării MIX, principalele caracteristici ale computerelor reale au fost special păstrate, astfel încât caracteristicile sale să poată fi ușor înțelese și asimilate /£\ Cu toate acestea, trebuie să admitem că MIX este acum complet învechit X Prin urmare, în edițiile ulterioare ale acestei cărți, aceasta va fi înlocuită cu un nou computer numit MMIX (număr ) MMIX va fi un așa-numit computer trunchiat de set de instrucțiuni (RISC) care efectuează operații aritmetice pe cuvinte de de biți Fiind mai elegant decât MIX-ul, va deveni un analog al acelor computere care au câștigat poziții cheie pe piața echipamentelor informatice în anii O tranziție completă și omniprezentă în această carte de la МІХ la ММІХ va dura mult timp, așa că o cerere uriașă pentru voluntari - oferiți toată asistența posibilă în această problemă Între timp, autorul speră că cititorii vor fi de acord să mai aștepte câțiva ani și deocamdată să fie mulțumiți de arhitectura MIX învechită, care încă merită atenție, deoarece oferă un mediu de dezvoltare ulterioară Descriere MIX MIX este primul computer polinesaturat din lume* La fel ca majoritatea computerelor, are un număr de identificare - Acest număr se obține astfel: am luat computere reale foarte asemănătoare cu MIX, pe care MIX-ul poate fi simulat cu ușurință, și apoi am găsit valoarea medie a numerelor lor, luate cu coeficienți egali de greutate: [( + + + + U + SS + + + G + B + S + + + H + PDP- + П)/ b] = ( ) Același număr poate fi obținut mult mai ușor - citiți cuvântul МІХ ca număr roman O caracteristică caracteristică a computerului MIX este că este binar și zecimal în același timp Programatorii MIX nici măcar nu știu * O analogie cu grăsimile polinesaturate, promovate pe scară largă în întreaga lume astăzi - Notă, traducere calculatorul cu care programează aritmetica - cu binar sau zecimal Prin urmare, algoritmii scrisi pentru MIX pot fi folosiți cu modificări minore pe oricare dintre aceste tipuri de computere și MIX poate fi imitat cu ușurință pe aceste computere Acei programatori care sunt obișnuiți cu un computer binar pot considera MIX ca fiind binar, iar cei care sunt obișnuiți cu zecimală pot considera MIX ca fiind zecimal Programatorii de pe altă planetă s-ar putea gândi la MIX ca la un computer ternar Cuvinte Unitatea de bază a informației este un octet Fiecare octet trebuie să ia cel puțin de valori diferite, dar cantitatea reală de informații conținute într-un octet poate varia Astfel, un octet poate conține orice număr de la la inclusiv Mai mult, fiecare octet poate conține maximum de valori diferite Prin urmare, într-un computer binar, un octet trebuie să fie format din șase cifre, iar într-un computer zecimal, două* Programele MIX trebuie scrise în așa fel încât un octet să nu conțină mai mult de de valori Deci, pentru a reprezenta numărul , vom aloca întotdeauna doi octeți, deși într-un computer zecimal, un octet este suficient pentru asta Algoritmul MIX trebuie să funcționeze corect indiferent de dimensiunea octeților Desigur, este posibil să scrieți programe care depind de dimensiunea unui octet, dar în această carte sunt condamnate astfel de acțiuni și sunt considerate valide doar acele programe care dau rezultatul corect indiferent de dimensiunea octetului De obicei nu este dificil de respectat această regulă de bază și astfel vom descoperi că acea programare pe un computer zecimal nu este deosebit de diferită de programarea pe unul binar Folosind doi octeți adiacenți, puteți exprima numere de la la Folosind trei octeți adiacenți, puteți exprima numere de la la Numerele de la la pot fi exprimate folosind patru octeți adiacenți Numerele de la la pot fi exprimate folosind cinci octeți adiacenți Un cuvânt de mașină este format din cinci octeți și un semn Semnul poate lua doar două valori: „+” și „” Registrele În computerul MIX există doar nouă registre (Fig ) Registrul A (acumulator) conține octeți și un semn Registrul X (extensia acumulatorului) conține, de asemenea, octeți și semn Registrele I (registre index) II, , , , și conțin fiecare doi octeți și un semn Registrul J (adresa de salt) conține doi octeți; semnul său este întotdeauna „+” Pentru a desemna registrul computerului MIX, vom folosi litera minusculă „g” ca prefix la numele registrului Astfel, „rA” înseamnă „registru A” Registrul A are multe utilizări, mai ales atunci când se efectuează operații aritmetice și de date Se folosește registrul X * Din aproximativ , cuvântul „octet” a ajuns să însemne o secvență de exact opt cifre binare, care vă permite să reprezentați numere de la la Prin urmare, dimensiunile octeților computerelor reale sunt mai mari decât dimensiunile ipoteticului MIX octeți de mașină Și, într-adevăr, octeții de modă veche ale computerului MIX doar puțin mai mult de jumătate de octet dintr-un computer real Când vorbim de octeți în raport cu MIX, ne vom rămâne la sensul anterior al acestui cuvânt, revenind din nou la zile când conceptul de octet nu era încă atât de standardizat Registrul A ± AI A AZ A A Înregistrează X ± XI X X X X Înregistrare Înregistrare ± Înregistrare ± © Steagul revărsare Înregistrare ± Înregistrare ± Înregistrare ± Inregistreaza J + J J : : : : : : Benzi magnetice gxfc sgs? A o ° o Discuri și tamburi n - ► E U U U U U U U U U Orez Computer МІХ pentru a extinde registrul A la dreapta și, împreună cu rA, pentru a stoca octeți ai produsului sau dividendului Poate fi folosit și pentru a stoca informații deplasate la dreapta de la rA Registrele index gii, gi , gi , rI , gi și gib sunt folosite în primul rând ca contoare și pentru referirea diferitelor adrese de memorie Registrul J stochează întotdeauna adresa instrucțiunii care urmează ultimei operații de „sărire”; acest registru este folosit în principal pentru a apela subrutine Pe lângă registre, calculatorul MIX conține următoarele elemente: un declanșator de overflow (un bit care poate lua valoarea „zero” sau „unu”); steag de comparație (luând una dintre cele trei valori LESS (mai puțin decât), EGAL (egal cu) și GREATER (mai mare decât)); memorie ( de cuvinte, fiecare dintre ele format din octeți și un semn); dispozitive de intrare-ieșire (carduri perforate, benzi, discuri etc ) Structura cuvântului mașină Cei octeți și semnul care formează un cuvânt de mașină sunt numerotați după cum urmează: ± Byte Byte Byte Byte Byte Majoritatea comenzilor sunt de așa natură încât programatorul poate folosi doar o parte din cuvânt, dacă dorește În astfel de cazuri, puteți specifica o „specificație de câmp” non-standard În acest caz, este permisă utilizarea câmpurilor care sunt adiacente în cuvântul mașină; ele sunt notate ca (LR), unde L este numărul din stânga și R este numărul din partea dreaptă a câmpului Iată exemple de specificații de câmp: ( : ): doar semn; ( : ): semn și primii doi octeți; ( : ): cuvânt întreg; aceasta este cea mai comună specificație de câmp; ( : ): întregul cuvânt, cu excepția semnului; ( : ): doar al patrulea octet; ( : ): doi octeți cel mai puțin semnificativi Utilizarea specificației câmpului variază oarecum de la comandă la comandă; pe măsură ce trecem peste fiecare comandă, vom vorbi despre ea mai detaliat De fapt, fiecare specificație de câmp (L:R) este reprezentată intern printr-un singur număr, L + R; rețineți că acest număr se încadrează ușor într-un octet Format de comandă, format comun: Cuvintele de mașină folosite ca comenzi au următoarele ± A A IF C ( ) Octetul din dreapta, C, este codul operațional, care indică operația care urmează să fie efectuată De exemplu, C = definește operația LDA*, „registrul de încărcare A” Octetul F specifică modificarea codului operațional Aceasta este de obicei o specificație de câmp (L:R) = L + R De exemplu, dacă C = hF = , atunci operația ar fi „încărcare în registrul A câmp ( : )” Uneori F este folosit în alte scopuri De exemplu, pentru comenzile de intrare - pinul F este numărul dispozitivului de intrare sau de ieșire corespunzător LDA este prescurtare pentru „încărcați registrul A” Partea stângă a comenzii, ±AA, specifică adresa (Rețineți că semnul face parte din adresă ) Câmpul I care urmează adresei este o specificație de index care poate fi utilizată pentru a modifica adresa reală Dacă I = , atunci adresa ±AA este utilizată neschimbată În caz contrar, câmpul I trebuie să conţină un număr r de la la , iar apoi conţinutul registrului index Ir este adăugat algebric la ±AA înainte ca instrucţiunea să fie executată Rezultatul este folosit ca adresă Procesul de indexare este efectuat pentru fiecare comandă Notăm cu litera „M” adresa obținută după fiecare operațiune de indexare (Dacă, după adăugarea conținutului registrului index la adresa ±AA, se obține un rezultat care nu se încadrează în doi octeți, atunci valoarea lui M va fi nedefinită ) Pentru majoritatea instrucțiunilor, M indică o locație de memorie Termenii „locație de memorie” și „adresă locație de memorie” sunt aproape întotdeauna echivalenti în această carte Se presupune că există de celule de memorie numerotate de la la Prin urmare, adresa fiecărei celule poate fi reprezentată folosind doi octeți Pentru fiecare instrucțiune în care M denotă o celulă de memorie trebuie să fie satisfăcută inegalitatea |V|), apoi registrele A și X sunt umplute cu informații nedefinite și declanșatorul de depășire este setat la În caz contrar, coeficientul ±[|rAX/V|J este plasat în rA iar restul ±(|rAX| mod |V|) este în rX După finalizarea operației, semnul rA devine semnul algebric al coeficientului (și anume, „+” dacă semnele lui V și rA au fost aceleași și dacă au fost diferite) Semnul lui rX după efectuarea operației va fi semnul pe care l-a avut rA înainte de a fi efectuată Exemple de comenzi aritmetice În cele mai multe cazuri, aritmetica este efectuată numai pe cuvinte MIX, care sunt numere unice de cinci octeți care nu sunt împachetate în mai multe câmpuri Cu toate acestea, puteți efectua și aritmetica pe cuvinte MIX împachetate dacă luați unele măsuri de precauție Pentru a face acest lucru, studiați cu atenție exemplele de mai jos (Ca și înainte, ? denotă o valoare nedefinită ) d Hr + + + SUB - - + MUL + + + + ha inainte de operatie Celula ga dupa operatie ga inainte de operatie Celula ga dupa operatie ga inainte de operatie Celula ha dupa operatie GC după operație MUL DIV DIV MUL ( : ) - la ? - - - ' - + + + ' + + + - + - + - rA înainte de operație Celulă rA după operație GC după intervenție chirurgicală ha inainte de operatie Celula HA după operație GC după intervenție chirurgicală gA înainte de operație gC înainte de intervenție chirurgicală gA celulă după operație gC după intervenție chirurgicală HA înainte de operație GC înainte de operație Celula HA după operație GC după intervenție chirurgicală (Aceste exemple au fost pregătite cu înțelesul că este mai bine să oferiți o descriere dificilă, dar completă, decât una simplă, dar incompletă ) Comenzi pentru operațiuni cu adrese În următoarele operațiuni, „adresa” M (eventual indexată) este folosită ca număr semnat, nu ca adresă de locație de memorie • ENTA (introduceţi A) C= ; F = Valoarea M este încărcată în gA Această acțiune este echivalentă cu comanda „LDA” pentru a încărca din memorie un cuvânt care conține un număr cu semnul M Dacă M = , atunci semnul comenzii este încărcat Exemple „ENTA ” resetează rA și își setează semnul la „+” „ENTA , ” pune conținutul curent al registrului index în rA, doar - se schimbă în + Acțiunea comenzii „ENTA - , ” este similară, doar + este schimbat în - • ENTX (introduceți X - introduceți X) C = ; F = • ENTi (introduceți i - introduceți g) C = + g; F = Aceste comenzi sunt similare cu ENTA, dar numai registrul corespunzător este încărcat • ENNA (introduceți A negativ - introduceți A cu semnul opus) C= ; F = • ENNX (introduceți X negativ - introduceți X cu semn negativ) C = ; F = • ENNi (introduceți i negativ — introduceți i cu semnul opus) C = + i; F = Aceste comenzi sunt identice cu ENTA ENTX și ENTz dar în acest caz, la încărcare, semnul se schimbă în sens invers Exemplu Comanda „ENN , ” inversează semnul conținutului registrului rІЗ, deși - rămâne - • INCA (cresterea A - sporirea A) C= ; F = La conținutul registrului r A se adaugă valoarea lui M; acesta este echivalentul instrucțiunii ADD pentru adăugarea din memorie a unui cuvânt care conține valoarea M Aici este posibil și un overflow, care este gestionat ca și în cazul instrucțiunii ADD Exemplu Comanda „INCA ” mărește conținutul de gA cu unu • INCX (creștere X - crește X) C = ; F = Valoarea lui M este adăugată la conținutul GC Dacă apare o depășire, aceasta este tratată în același mod ca și în cazul instrucțiunii ADD, în loc de rA se folosește doar rX Această comandă nu afectează niciodată registrul A • INCz (creşte i - măreşte g) C = + g; F = La conținutul lui r se adaugă valoarea M Nu trebuie să existe preaplin; dacă M + rіr nu se încadrează în doi octeți, atunci rezultatul comenzii este considerat nedefinit • DECA (scăderea A - reducerea A) C= ; F= • DECX (scăderea X - scăderea X) C = ; F= • DECi (scăderea i - reducerea g) C = + g; F= Aceste opt instrucțiuni sunt similare cu INCA, INCX și, respectiv, INCz, cu excepția faptului că M nu este adăugat la conținutul registrului, ci scăzut din acesta Rețineți că același cod C este utilizat pentru instrucțiunile ENTA, ENNA, INCA și DECA; câmpul F este folosit pentru a distinge o operație de alta comenzi de comparare Toate instrucțiunile de comparare MIX compară valoarea dintr-un registru cu valoarea din memorie Indicatorul de comparație este apoi setat la LESS (mai puțin decât), EGAL (egal) sau GREATER (mai mare decât), în funcție de faptul dacă valoarea conținută în registru este mai mică decât, egală cu sau mai mare decât valoarea conținută în locația de memorie În acest caz, zero cu semnul „” este considerat egal cu zero cu semnul „+” • CMPA (comparați A - comparați A) C= ; F = câmp Câmpul dat rA este comparat cu același câmp CONȚINUT(M) Dacă F nu conține un bit de semn, atunci ambele câmpuri sunt considerate nenegative; în caz contrar, comparația se face sensibil la semne (Egalitatea va fi întotdeauna rezultatul comparației dacă F este ( : ), deoarece zero cu semnul „” este egal cu zero cu semnul „+” • SMRH (compara X - compara X) C = ; F = câmp Această comandă este similară cu SMPA • SMRg (compara i - compara d) C = + i; F = câmp Analog SMRA Octeții , și ai registrului index sunt considerați zero atunci când sunt comparați (Prin urmare, dacă F = ( : ), rezultatul comparației nu poate fi MAI MARE (mai mare decât) ) Comenzi de salt^ Comenzile sunt de obicei executate secvenţial Cu alte cuvinte, instrucțiunea care este executată după instrucțiunea din celula P este de obicei localizată în celula P*N- Dar comenzile de „sărire” vă permit să întrerupeți acest flux secvențial de execuție Când este executată o instrucțiune tipică de salt, registrul J este umplut cu adresa următoarei instrucțiuni (adică, instrucțiunea care ar fi fost următoarea fără salt) Apoi, dacă este necesar, programatorul poate folosi „adresa J” pentru a determina câmpul de adresă al altei instrucțiuni pentru a reveni la locația originală a programului Conținutul registrului J se modifică cu fiecare salt din program, cu excepția cazului în care este utilizată instrucțiunea de salt JSJ Dacă nu există tranziție, conținutul acestui registru nu se poate modifica în niciun fel • JMP (săritură - săritură) C = ; F = Instrucțiune de ramură necondiționată: următoarea instrucțiune este selectată din celula M • JSJ (sări, salvează J — sari, salvează J) C = ; F= Această comandă este identică cu JMP, cu excepția faptului că conținutul rj nu se modifică • JOV (jump op overflow - jump on overflow) C - ; F = Dacă indicatorul de depășire este setat la , acesta este comutat la și instrucțiunea JMP este executată; altfel nu se intampla nimic • JNOV (jump on no overflow - sari dacă nu există overflow) C = ; F = Dacă indicatorul de overflow este setat la , atunci instrucțiunea JMP este executată; altfel nu se intampla nimic • JL, JE, JG, JGE, JNE, JLE (săriți pe mai puțin, egal, mai mare, mai mare sau egal, inegal, mai mic sau egal - săriți dacă este mai mic decât, egal cu, mai mare decât, mai mare sau egal la, nu este egal cu , mai mic sau egal cu) C = ; F = , , , , , respectiv Tranziția este efectuată dacă indicatorul de comparație este setat la valoarea specificată De exemplu, pe o instrucțiune JNE, ramura va fi executată dacă valoarea indicatorului de comparație este LESS (mai mică decât) sau GREATER (mai mare decât) Rețineți că aceste comenzi nu schimbă valoarea indicatorului de comparație în sine • JAN, JAZ, JAP, JANN, JANZ, JANP (sări A negativ, zero, pozitiv, nonnegativ, nonzero, nonpozitive - sări dacă registrul A are valoare negativă, zero, pozitiv, nonzero, nepozitiv) C= ; F = , , , , , respectiv Dacă conținutul gA satisface condiția specificată, atunci comanda JMP este executată, altfel nu se întâmplă nimic „Pozitiv” este o valoare mai mare decât zero (dar nu zero), iar „non-pozitiv” este o valoare opusă, zero sau negativă • JXN JXZ, JXP, JXNN, JXNZ, JXNP C= ; F = , , , , , respectiv • JiN, JzZ, JzP, JiNN, JiNZ, JiNP (sări i negativ, zero, pozitiv, nenegativ, nonzero, nepozitiv — săriți dacă i este o valoare negativă, zero, pozitivă, nenegativă, nonzero, nepozitivă în registrul index) C = + g; F = , , , , , respectiv Acestea sunt analogi ale comenzilor corespunzătoare pentru gA Alte comenzi • SLA, SRA, SLAX, SRAX, Si, C, SRC (deplasare la stânga A (deplasare A la stânga), deplasare la dreapta A (deplasare A la dreapta), deplasare la stânga AX (deplasare AX la stânga), deplasare la dreapta AX (deplasare AX la dreapta), deplasare AX la stânga circular (deplasare circulară AX la stânga), deplasare AX la dreapta circular (deplasare circulară AX la dreapta)) C = ; F = , , , , , respectiv Acestea sunt comenzi „shift”, unde M este numărul de octeți MIX de computer care trebuie mutați la dreapta sau la stânga; M trebuie să fie nenegativ Comenzile SLA și SRA nu au niciun efect asupra conținutului GC; restul instrucțiunilor de schimbare acționează atât asupra registrelor A cât și asupra X ca și cum ar fi un singur registru de octeți Când se execută instrucțiunile SLA, SRA, SLAX și SRAX, zerourile intră în registru pe o parte, iar informațiile din octeții mutați dispar pe cealaltă parte Instrucțiunile SLC și SRC provoacă o schimbare „rotundă”, în care octeții care „au dispărut” pe o parte reintră în registru pe cealaltă parte Ambele registre, rA și rX, sunt implicate în deplasarea ciclică Rețineți că niciuna dintre instrucțiunile de schimbare nu are niciun efect asupra semnelor registrelor A și X Exemple Conținut inițial SRAX SLA SRC SRA SLC Înregistrați A Registrul X + + + + + + - - - - - - • Misca misca) C = ; F = număr Numărul de cuvinte specificat de valoarea lui F este mutat din locația M în alte locații, adresa primei fiind dată de conținutul registrului index Mișcarea se efectuează câte un cuvânt și de către la sfârşitul operaţiei, valoarea din registrul rll se măreşte cu F Dacă F = , atunci nu se întâmplă nimic Trebuie să vă asigurați că grupurile de celule implicate în mutare nu se suprapun Să presupunem că F = și M = Atunci, dacă rll = , mutați CONȚINUT( ) în CONȚINUT( ), CONȚINUT( ) în CUȚINUT( ) și CONȚINUT( ) în CONȚINUT( ); in acest caz, totul este bine Dar dacă registrul rll conținea numărul , atunci rezultatul ar fi mișcările CONȚINUT ( ) la CUȚINUT ( ), CUȚINUT ( ) la CUȚINUT ( ), CUȚINUT ( ) la CONȚINUT ( ), adică am muta același cuvânt CONȚINUT( ) în trei locuri diferite • NOP (fără operație - fără operație) C - Nu se întreprinde nicio acțiune și această comandă este pur și simplu omisă F și M sunt ignorate • HLT (hait - stop) C = ; F = Oprirea calculatorului Atâta timp cât operatorul îl repornește, totul va arăta ca și cum comanda NOP funcționează (adică, nu se ia nicio măsură) comenzi I/O MIX-ul poate fi echipat cu un număr destul de mare de dispozitive I/O (și toate sunt disponibile la un cost suplimentar) Fiecare dispozitiv are un număr specific Număr dispozitiv Dimensiunea blocului periferic, cuvinte t Unitatea de bandă numărul t ( , atunci banda este derulată înainte; derulând banda înainte, nu puteți trece dincolo de blocul care a fost înregistrat ultimul De exemplu, succesiunea de comenzi „ UT ( ): YUS - ( ); IN ( )” scrie o sută de cuvinte pe banda și apoi le citește din nou Dacă fiabilitatea benzii nu este în discuție, atunci utilizarea ultimelor două comenzi ale acestei secvențe este o modalitate lentă de a muta cuvintele - în celulele - Secvență de comandă „ UT ( ); JUS + ( )” este incorectă Disc sau tambur M trebuie să fie zero Ca rezultat, dispozitivul este poziționat conform conținutului rX, astfel încât următoarea operațiune IN sau UT pe acel dispozitiv să fie mai rapidă dacă este utilizată aceeași valoare rX O imprimantă M trebuie să fie zero Comanda „US ( )” va face ca imprimanta să sară la începutul (adică partea de sus) a paginii următoare Bandă perforată M trebuie să fie zero Comanda „JUS ( )” derulează banda până la început • JRED (sări gata) C = ; F = numărul dispozitivului Tranziția are loc dacă dispozitivul specificat este gata, adică operația anterioară inițiată de comanda IN, UT sau US este finalizată • JBUS (sărire ocupat) C = ; F = numărul dispozitivului Opusul comenzii JRIÎD: saltul are loc dacă dispozitivul specificat nu este pregătit Exemplu Comanda „JBUS ( )” din locația va fi re-execută până când dispozitivul este gata Comenzile simple enumerate mai sus epuizează setul de comenzi I/O al computerului MIX Acest computer nu are indicatori de monitorizare a benzilor etc , pentru a preveni accidentele pe dispozitivele periferice Oricare dintre aceste situații (blocuri de hârtie, dispozitivul se oprește, panglica scoasă etc ) va avea ca rezultat ca dispozitivul să fie ocupat, soneria va suna și un operator calificat va rezolva manual problema prin efectuarea procedurilor normale de întreținere Periferice mai sofisticate, care sunt mai scumpe și mai tipice pentru hardware-ul actual decât benzile, tamburele și discurile de dimensiuni fixe descrise aici, vor fi discutate în Secțiunile și Comenzi de conversie • NUM (convertire în numere) C = ; F = Această comandă este folosită pentru a converti un cod de caracter într-un număr M este ignorat Se presupune că registrele A și X conțin un număr de octeți în cod de caractere, iar instrucțiunea NUM completează în rA valoarea numerică rezultată (care este tratată ca un număr zecimal) Conținutul lui rX și semnul lui rA nu se modifică Octeții , , , , , sunt convertiți la zero; octeții , , , sunt completați cu numărul etc Dacă are loc o depășire (ceea ce este foarte posibil), restul este stocat modulo b , unde b este dimensiunea octetului • CHAR (convertire în caractere - transformare în caractere) C = ; F= Această operație este utilizată pentru a converti codul mașinii într-un cod de caractere care este acceptat de dispozitivul de ieșire pe carduri perforate, bandă sau imprimantă Valoarea de la rA este convertită într-un număr zecimal de octeți, care este introdus în registrele A și X într-un cod de caractere Semnele rA și rX nu se schimbă M este ignorat Exemple Conținut inițial NUM INCA CHAR Perioada de graţie Pentru a cuantifica eficacitatea programelor MIX, fiecăreia dintre instrucțiunile sale i se oferă un timp de rulare tipic pentru computerele din epoca ADD, SUB, toate instrucțiunile LOAD, toate instrucțiunile ST RE (inclusiv STZ), toate instrucțiunile de schimbare și toate instrucțiunile de comparare sunt executate în două cicluri de ceas Instrucțiunea MOVE necesită un ciclu plus încă două pentru fiecare cuvânt care este mutat Fiecare instrucțiune MUL, NUM, CHAR necesită cicluri și pentru DIV Timpul de execuție pentru operațiile în virgulă mobilă este definit în secțiunea Toate celelalte operațiuni necesită un ciclu plus timpul în care computerul poate aștepta pentru finalizarea instrucțiunilor IN, OUT, IOC și HLT Înregistrați A Registrul X + + + + - - i: - eu: - tabelul Cod simbol: uABCDEFGHIAJKLMNOPQREIISTU | | | Nicio operațiune NOP(O) r A - r A + V ADD( : ) FADD( ) r A - r A — V SUB( : ) FSUB( ) rAX - rA x V MUL( : ) FMUL( ) | | | gA -V LDA( : ) rll -V LD (O: ) rI -V LD ( : ) rI -V LD ( : ) | | | gA - -V LDAN( : ) rll - -V LD N(O: ) rI - -V LD N( : ) rI - -V LD N( : ) | | | M(F) - rA STA( : ) M(F) - rll ST (O: ) M(F) - rI ST ( : ) M(F) - rI ST ( : ) cinci) | | | +T L(F) - rJ STJ( : ) L(F) - STZ( : ) F ocupat? JBUS(O) dispozitiv F I C(O) | | | | unu rA: , tranziție JA[+] rll: , tranziție J W rI : , tranziție J [+] rI : , tranziție J [+] | | | unu gA - - [gA]? ± M INCA(O) DECA(l) ENTA( ) ENNA( ) rll - [rll]? ± M INC (O) DECl(l) ENT ( ) ENN ( ) rI - [rI ]? ± M INC ( ) DEC ( ) ENT ( ) ENN ( ) rI - [rI ]? ± M INC ( ) DEC ( ) ENT ( ) ENN ( ) | | | CI - rA(F): V CMPA( : ) FCMP( ) CI - rll(F): V CMPl( : ) CI - rI (F): V CMP ( : ) CI - rI (F): V CMP ( : ) C I t Descriere OP(F) Notație generală: C - cod de operare, câmp de comandă ( : ) F - clarificare cod opera, câmp de comandă ( : ) M — adresa comenzii după indexare V = M(F) - conținutul câmpului F al celulei M OP - codul operațiunii simbolice (F) - valoarea standard F t - timpul de executie; T - timp de blocare ,() + -♦/ = $<>"; :' | S | | + F gA P( ) rli - registru index i, NN( ) rJ - înregistrare J JNE( ) # NZ( ) CI - indicator de comparație JLE( ) ) Coloanele - : cuvântul (dacă coloana conține numărul ) Conținutul cuvintelor , , este perforat și prezentat sub formă numerică prin analogie cu numere zecimale Dacă cuvântul este negativ, atunci semnul ”(„poziția ”) este perforat peste cifra cea mai puțin semnificativă, adică în coloana Se presupune că din acest motiv codul caracterului este introdus în coloanele , , , , , și nu în , , , , De exemplu, dacă pe o carte perforată din coloanele - este ștampilat ABCDE , atunci vor fi încărcate următoarele date - + , + ; : - iii) Pe cardul de tranziție, coloanele - trebuie să conțină informații în format TRANSOnnnn, unde nnnn este adresa celulei de la care începe execuția programului iv) Încărcătorul trebuie să funcționeze indiferent de dimensiunea octetului, astfel încât să nu fie nevoie să se facă modificări la cardurile perforate care îl conțin Cardurile nu trebuie să conțină caractere corespunzătoare octeților , , , , , (adică caracterele E, P, =, $, X[A] : + MODIFICARE ENT , A + l M Schimbați t j : + ING EXIT JMP " Reveniți la programul principal | Acest program vă permite să ilustrați mai multe puncte simultan a) Coloanele „LABE”, „ P” și „ADRESA” prezintă un interes deosebit; ele conțin un program în limbajul simbolic MIXAL, iar mai jos vom lua în considerare acest program în detaliu b) Coloana „Cod mașină” conține comenzile numerice reale în limbajul mașinii corespunzătoare comenzilor simbolice ale limbajului MIXAL MIXAL a fost conceput astfel încât orice program în această limbă să poată fi tradus cu ușurință în limbajul mașinii digitale Traducerea se face de obicei de un alt program de calculator numit program de asamblare sau asamblator Astfel, pentru programarea în limbajul mașinii, programatorul poate folosi MIXAL pentru a evita nevoia de a defini manual codurile de instrucțiuni numerice echivalente Aproape toate programele MIX din această carte sunt scrise în MIXAL * MIX limbaj de asamblare computer - Notă, trad c) Coloana „Număr de linie” este o componentă opțională a programului MIXAL și este inclusă în exemplele de programe din această carte pur și simplu pentru a facilita referirea la diferite părți ale programului d) Coloana „Note” conține explicații ale programului și link-uri către pașii algoritmului M Cititorul ar trebui să compare acest algoritm (p ) cu programul de mai sus Vă rugăm să rețineți că la traducerea algoritmului în cod pentru MIX, au fost permise unele „libertăți de programare”, de exemplu, pasul M s-a dovedit a fi ultimul Când „puneți valori în registre” (vezi începutul programului M ), se arată ce componente MIX corespund variabilelor utilizate în algoritm e) Coloana „Repetare” va fi utilă atunci când studiați multe dintre programele MIX abordate în această carte Reprezintă profilul programului, adică arată de câte ori va fi executată comanda din linia dată în timpul programului Deci, de exemplu, comanda de la linia va fi executată de n - ori și d Pe baza acestor informații, puteți determina cât timp durează executarea subrutinei; este egal cu ( + n + A)w, unde A este o mărime care a fost analizată cu atenție în secțiunea Acum să discutăm despre scrierea programului M în MIXAL linia , XEQU , spune că caracterul X va fi echivalent cu numărul Efectul acestei acțiuni apare pe linia , în care echivalentul digital al comenzii „CMPA X, ” este + adică „SMRA ” Linia indică faptul că următoarele linii sunt situate începând cu adresa Prin urmare, caracterul MAXIM din câmpul LABEL al liniei devine numărul , caracterul INIT devine numărul , caracterul L P devine numărul și așa mai departe Rândurile de la la din câmpul conțin denumirile simbolice ale comenzilor MIX: STJ, ENT etc Dar denumirile simbolice EQU și ORIG, care se află în coloana a rândurilor și , sunt ușor diferite de ele; EQU și ORIG sunt numite pseudo-ops deoarece sunt instrucțiuni MIXAL, dar nu generează instrucțiuni de mașină MIX Pseudo-operațiile oferă informații speciale despre programul simbolic și, în același timp, nu sunt comenzi ale mașinii MIX în sine Deci, de exemplu, linia XEQU raportează doar câteva informații despre programul M; aceasta nu înseamnă că orice variabilă este setată la în timpul execuției programului Rețineți că nu sunt generate instrucțiuni de mașină pentru liniile și Linia este instrucțiunea „store J”, care stochează conținutul registrului J în câmpul ( : ) al celulei EXIT Cu alte cuvinte, stochează rJ în câmpul de adresă al instrucțiunii situat pe linia După cum sa menționat deja, programul M face parte dintr-un program mai mare Dacă, de exemplu, într-un loc al acestui program există o secvență comenzi ENT JMP MAXIM STA MAX aceasta va face ca programul M să fie apelat cu valoarea n egală cu În acest caz, programul M va găsi elementul maxim dintre X[ ], , AG [ ] și va întoarce controlul la „STA MAX” instrucțiunea, scriind valoarea maximă în rA, iar numărul ei j este în rI (vezi exercițiul ) Linia transferă controlul către linia Liniile , și nu au nevoie de explicații suplimentare Linia introduce o nouă notație: un asterisc (a se citi „curent”), care indică celula de pornire a comenzii curente; deci notația „*+ ” (“curent plus trei”) înseamnă „trei celule după începerea comenzii curente” Deoarece linia conține o comandă care începe cu celula , „*+ ” înseamnă o referință la celula Restul codului simbolic nu necesită nicio explicație, deoarece vorbește de la sine Rețineți că asteriscul apare din nou pe linia (vezi exercițiul ) Următorul exemplu demonstrează alte funcții ale limbajului de asamblare Sarcina este de a calcula și tipări un tabel cu primele de numere prime dispuse în coloane de de numere Pe ADC, acest tabel va fi tipărit după cum urmează PRIMELE CINCI SUTE DE NUMERE PRIME ONU Să folosim următoarea metodă Algoritmul P (Tipărirea unui tabel cu de numere prime) Acest algoritm (Fig ) constă din două părți: la efectuarea pașilor P -P , se pregătește un tabel intern de de numere prime, iar la efectuarea pașilor P -P , rezultatele sunt tipărite în forma prezentată mai sus Ultima parte a programului folosește două „buffere” în care sunt create imagini în șir; în timp ce conținutul unui buffer este tipărit, celălalt este umplut cu informații P [Începe tabel ] Atribuiți PRIME [ ] PRIME [K] JMP B În caz contrar, N este prim H OUT TITLE(IMPRIMANTE) P Titlul tipărit ENT BUF + Atribuiți H - ENT - Setați M h la H INC L+l Creștere M H LDA PRIME, Ryu Pregătiți șirul CHAR Convertiți PRIME [M] în STX ( : ) format zecimal DEC DEC (rI scade cu până când J P B nu devine nepozitiv ) OUT (IMPRIMANTE) RP Imprimați o linie LD Comutare tampoane J N B Dacă rI = , atunci operația algoritmului HLT se termină * CONȚINUT ORIGINAL AL TABELELOR ȘI TAMPONELOR ORIG PRIME+ CON Primul număr prim este ORIG BUFO- TITOLU ALF FIRST Simboluri pentru ALF CINCI linii de antet ALF HUND ALF RED P ALF RIMES ORIG BUFO+ CON BUF + Tampoanele se referă una la alta ORIG BUF + CON BUFO+ O END START Sfârșitul programului | Următoarele puncte de interes trebuie remarcate în legătură cu acest program Liniile , și încep cu un asterisc În acest fel, este indicată o linie de comentariu, care conține doar explicații și nu are un efect real asupra programului difuzat Ca și în programul M, pseudo-operatorul EQU de pe linia determină echivalentul caracterului În acest caz, echivalentul lui L este (În rândurile - ale acestui program, L reprezintă numărul de numere prime care trebuie găsite ) Rețineți că pe linia , simbolului PRIME i se atribuie un echivalent negativ; în general, echivalentul unui caracter poate fi orice număr format din cinci octeți și un semn În rândul , echivalentul BUFI se calculează folosind formula BUF + , rezultând În MIXAL, operațiile aritmetice pe numere pot fi efectuate într-o măsură limitată Un alt exemplu de operație aritmetică apare pe linia , în care asamblatorul evaluează valoarea PRIME+L (în acest caz, ) Caracterul PRINTER de pe rândurile și este folosit în partea F Partea F, care este întotdeauna inclusă în paranteze, poate fi fie numere, fie caractere, la fel ca celelalte părți ale câmpului ADRESĂ Linia ilustrează specificația câmpului parțial „( : )”, care folosește două puncte MIXAL oferă mai multe moduri de a defini cuvinte care nu sunt comenzi Pe linia , pseudo-operația CON este folosită pentru a defini constanta obișnuită, „ ” Traducerea liniei rezultă în cuvânt + ' Linia are o constantă puțin mai complexă, „BUF + O”, care se traduce prin cuvânt + Constanta poate fi cuprinsă între semne egale (vezi rândurile și ); în acest caz se numește literal (sau constantă literală) Asamblatorul generează automat nume interne pentru constantele literale și inserează șiruri „CON” De exemplu, traducerea liniilor și ale programului P ar avea ca rezultat LD LD eoni cont iar la sfârşitul programului, între rândurile şi , rezultatul traducerii va fi se introduc liniile a SOPI CON -L b con CON Traducerea liniei a dă cuvântul - Folosirea constantelor literale (literale) este, fără îndoială, convenabilă, deoarece programatorii nu trebuie să inventeze nume simbolice pentru constantele triviale și, de asemenea, nu uitați că constantele trebuie inserate la sfârșitul fiecărui program Astfel, programatorul se poate concentra pe sarcina principală și nu își poate face griji cu privire la astfel de detalii (Totuși, trebuie remarcat faptul că exemplele de literali din programul P nu au mare succes, deoarece înlocuirea liniilor și cu comenzile mai eficiente „ENT -L” și „ENT ” ar îmbunătăți oarecum programul ) Un limbaj de asamblare bun ar trebui să imite modul de gândire al programatorului atunci când scrie programe de mașină Un exemplu al acestei filozofii este utilizarea literalelor, despre care tocmai am discutat Un alt exemplu este utilizarea simbolului , care a fost discutat în descrierea programului M Și un al treilea exemplu este ideea de a folosi simboluri locale, cum ar fi simbolul H, care apare în câmpul de etichetă al liniilor , și Simbolurile locale sunt simboluri speciale care pot fi redefinite de câte ori este nevoie Un simbol global, cum ar fi PRIME, are o singură valoare în întregul program și, dacă a apărut în câmpul de etichetă de mai mult de o linie, atunci asamblatorul ar remedia o eroare Dar simbolurile locale sunt de altă natură; de exemplu, scriem H (" aici" - " aici") în câmpul etichetei și F (" înainte" - " înainte") sau B (" înapoi" - " înapoi") în adresă câmpul liniei MIXAL: B înseamnă cel mai apropiat marcaj anterior H; F înseamnă următorul punct cel mai apropiat H Astfel, caracterul „ F” de pe linia se referă la linia , caracterul „ B” de pe linia se referă înapoi la linia , iar caracterul „ B” de pe linia se referă la linia Adresa F sau B nu face niciodată se referă la propria sa linie De exemplu, trei linii de cod MIXAL H EQU H MOVE F( B), H EQU V- sunt în esență echivalente cu o singură linie MUȚARE *- ( ) Caracterele F și B nu ar trebui să fie niciodată folosite într-un câmp de etichetă, iar caracterul H nu trebuie să fie niciodată folosit într-un câmp de adresă Există zece caractere locale care pot fi obținute prin înlocuirea „ ” în aceste exemple cu orice altă cifră de la la Ideea simbolurilor locale a fost propusă de M E Conway în în legătură cu dezvoltarea unui asamblator pentru mașina UNIVAC I la câteva linii distanță Comenzile învecinate nu pot veni întotdeauna cu nume potrivite, așa că programatorii tind să tasteze caractere goale astfel, ca XI, X , X etc , ceea ce creează un pericol potențial de repetare Prin urmare, utilizarea simbolurilor locale în limbajul de asamblare este foarte utilă și complet naturală Partea cu adresa din rândurile și este goală Aceasta înseamnă că traducerea va avea ca rezultat o adresă zero În linia , partea de adresă ar putea fi, de asemenea, lăsată goală, dar fără acest suplimentar, programul ar deveni mai puțin vizual Liniile - folosesc operația ALF, care creează o constantă de cinci octeți în codul de caractere alfanumerice MIX De exemplu, traducerea liniei va avea ca rezultat cuvântul + adică „UHUND” (parte a cuvântului „cinci sute”) este parte a liniei de antet din rezultatul programului P Toate celulele al căror conținut nu este definit în programul MIXAL sunt de obicei setate la zero (cu excepția celulelor care sunt utilizate de încărcător, de obicei celulele - ) Prin urmare, după rândul , nu este nevoie să definiți spații în alte cuvinte de titlu Odată cu operația ORIG, puteți efectua operații aritmetice (vezi rândurile , și ) Ultima linie a unui program MIXAL complet conține întotdeauna opcode-ul END Adresa din această linie indică locația în care programul începe să se execute după ce a fost încărcat în memorie Pentru a încheia analiza programului P, trebuie remarcat faptul că instrucțiunile acestuia sunt structurate astfel încât valorile din registrele indexului să poată fi comparate cu zero ori de câte ori este posibil De exemplu, valoarea J- este stocată în registrul gii, nu J Liniile - merită o atenție deosebită în acest sens, deși probabil că nu este ușor de înțeles Este interesant de remarcat caracteristicile statistice care se observă în timpul execuției efective a programului P Instrucțiunea de împărțire din linia a fost executată de de ori, iar timpul de execuție al liniilor - a fost Programele MIXAL pot fi perforate pe carduri sau tastate într-un terminal de computer, așa cum se arată în Fig Când utilizați carduri perforate, este selectat următorul format Coloanele - Coloanele - Coloanele - Vorbitori câmpul LABEL Câmpul P Câmp ADRESĂ și note opționale gol Dar dacă coloana conține un asterisc, atunci întregul conținut al cardului perforat este tratat ca un comentariu Câmpul ADRESĂ se termină cu prima coloană goală (spațiu) după coloana În dreapta acestei prime coloane, puteți * EXEMPLU DE PROGRAM TABEL NUMERELOR PRIME * LEQU IMPRIMANTE EQU PRIME EQU- BUFO EQU BUFI EQU BUFO+ ORIG START IOC O(IMPRIMANTE) LD = -L= Orez Primele rânduri ale programului P, perforate pe carduri sau tastate pe terminal perforați orice comentarii care nu afectează programul difuzat (Excepție: dacă câmpul P conține o comandă ALF, atunci notele încep întotdeauna în coloana ) Când introducerea este introdusă de la terminal, se folosește un format mai puțin restrictiv: câmpul LABEL se termină cu primul spațiu, iar câmpurile P și ADDRESS (dacă există) încep cu un caracter neblank și continuă până la următorul spațiu În același timp, opcode-ul special ALF este urmat fie de două spații și cinci caractere alfanumerice, fie de un spațiu și cinci caractere alfanumerice, primul dintre care nu este un spațiu Restul fiecărui rând poate conține note Asamblatorul MIX preia fișierele pregătite în acest fel și le convertește în module încărcate pentru programele în limbajul mașinii În circumstanțe favorabile, cititorul va putea accesa asamblatorul MIX și simulatorul MIX și va putea lucra prin diferitele exerciții din această carte Acum știi ce se poate face cu limbajul MIXAL Pentru a încheia această secțiune, vom oferi o descriere mai detaliată a regulilor și, în special, vom fi atenți la ceea ce nu este permis în limbajul MIXAL De fapt, limba este definită de un număr relativ mic de reguli, care sunt enumerate mai jos Simbol - acest șir conține de la una la zece litere și/sau cifre, dintre care trebuie să existe cel puțin o literă Exemple PRIME, TEMP, BY Caracterele speciale , Ex sunt expresii, iar Pr sunt câmpuri Rezultatul dorit este valoarea finală care ar apărea în memoria WVAL după executarea următorului program ipotetic: STZWVAL; LDA Ci; STA WVAL(Fi); ; LDA Cn; STA WVAL(Fn) Aici Ci, , Cn desemnează celulele care conțin valorile expresiilor Еі, , En Fiecare Ft trebuie să fie de forma L, + Rt, unde • • • X • • ■ ' care este stocat în memorie astfel încât oѵ să fie în celula + r + j Prin urmare, celulele de memorie care stochează această matrice arată astfel: /( ) ( ) ( ) ( ) \ ( ) ( ) ( ) ( ) \( ) ( ) ( ) ( )/ Se spune că o matrice are un „punct de șa” dacă un element este valoarea minimă într-un rând și valoarea maximă într-o coloană Matematic, aceasta poate fi exprimată după cum urmează: elementul аѵ este un punct de șa al matricei date dacă a„ \u d min a, k \u d max ak, - , atunci data dorită va fi (N - ) APRILIE; altfel, N MARTIE | Scrieți o rutină pentru a calcula și tipări data Paștelui pentru un anumit an, presupunând că numărul acelui an este mai mic sau egal cu Rezultatul ar trebui să arate ca „zz LUNA, aaaa”, unde dd este ziua și aaaaa este anul Scrieți un program MIX complet care să folosească această subrutină pentru a construi un tabel cu datele de Paște din până în [K ] O greșeală destul de comună în rezolvarea exercițiului anterior este de a nu înțelege că valoarea ( G + + Z - X) la pasul E poate fi negativă; ca urmare, restul pozitiv mod poate să nu fie calculat corect (Vezi CACM ( ), ) De exemplu, pentru anul am găsi G = , X = , Z = , deci dacă am avea E = - în loc de E = + , am avea ar obține un rezultat ridicol: „ APRILIE” Scrieți un program MIX complet care determină primul an pentru care această eroare ar face ca Paștele să fie calculat incorect [ ] În secțiunea s-a arătat că seria + | + | + • • • diverge Dar dacă această sumă este calculată pe un computer cu precizie limitată, atunci într-un anumit sens este posibil să se obțină o sumă convergentă, deoarece în cele din urmă termenii ei se vor dovedi a fi atât de mici încât nu vor adăuga nimic la sumă De exemplu, să calculăm suma cu o precizie de o zecimală; obținem + + + + + + + + + + + + + + + + + + = + -+ Mai strict vorbind, să fie rn(m) numărul x rotunjit la n zecimale; then'rn(t) = [ pt + |J/ n Acum trebuie să găsim Sn = rn(l) + Г„(|) + Г„(|) + • • • • Se știe că Si = , și sarcina este de a scrie un program complet pentru MIX care calculează și imprimă valorile lui Sn pentru n - , , și Cometariu Există o modalitate mult mai rapidă de a face acest lucru decât simpla adăugare a termenilor lui rn(l/m) pe rând până când rn(l/m) este zero De exemplu, pentru toate valorile lui m de la la , au rs(l/m) = , ceea ce înseamnă că calculul lui I/m poate fi evitat de toate de ori! Trebuie să utilizați un algoritm care conține următoarele linii A Începeți cu mk = , = În Assign me = mk + și calculați rn(l/me) = r C Aflați mk—cel mai mare m pentru care rn(l/m) = r D Adăugați (gpc - me + )r la și reveniți la pasul B [HMSff] Folosind notația din exercițiul anterior, dovediți sau infirmați formula ІІShp - yuo (Sn + Sn) \u d Ip Yu [ ] Secvența crescătoare a tuturor fracțiilor ireductibile între și ai căror numitori nu depășesc n se numește o serie Farey de ordinul n De exemplu, o serie Farey de ordinul este șirul ^ D ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' Dacă desemnăm membrii acestei serii ca хо/уо, Хі/уі, хъ/уъ, , atunci din ex rezultă că x = , i/o = , xi = , yi = n; Xk+ = L(s/fc + n)/y*: + lj®*: + l -Xk, UK+ = [(yk + p)/uk+i]uk+i - UK Scrieți o subrutină pentru MIX care calculează o serie Farey de ordinul n, memorând valorile xk și yk în celulele X + k, Y + k, respectiv (Numărul total de termeni din această serie este de aproximativ n /tr , deci putem presupune că n este suficient de mic) [M ] (a) Să se arate că numerele xk și yk, care sunt determinate de relația de recurență din exercițiul anterior, satisfac ecuația xk+iuk - xkuk+i = (b) Pe baza faptului dovedit în (a) , arătați că fracțiile xk/uk sunt într-adevăr membre ale seriei Farey de ordinul n [ ] Să presupunem că steagul de preaplin și registrul X al aparatului MIX sunt conectate la un semafor situat la colțul dintre Bulevardul Del Mar și Bulevardul Berkeley, după cum urmează: rX( : ) = semafor pentru trafic Del Mar) - stins, - verde, rX( : ) = semafor pentru Berkeley J - galben, - roșu; rX( ) = Semnal pietonal Del Mar) - oprit, - „GO”, rX( ' ) = Semnal pietonal Berkeley J - STOP Vehiculele sau pietonii care doresc să traverseze bulevardul de pe Berkeley trebuie să pornească comutatorul, care va seta steagul de preaplin MIX la Dacă această situație nu apare, semaforul pentru Del Mar va rămâne întotdeauna verde În acest caz, sunt setate următoarele intervale de timp Semafor verde pentru transport pe Del Mar > s, galben - s Semafor verde „Pentru transport la Berkeley - ani, galben - s Când un semafor este verde sau galben într-o direcție, un semafor roșu este aprins în cealaltă direcție Când unui vehicul i se dă lumină verde, semnalul STOP corespunzător este pornit, numai înainte ca lumina verde să treacă la galben, STOP clipește timp de s conform următorului model de ciclu: STOP I c) : > repetat de ori; Dezactivat I cu J STAND s (și rămâne în timpul ciclurilor de lumină galbenă și roșie) Dacă steagul de preaplin este aprins când Berkeley este verde, atunci o mașină sau un pieton va trece în același ciclu, dar dacă s-a întâmplat în timpul unui ciclu de lumină galbenă sau roșie, atunci va trebui să așteptați următorul ciclu, care va veni după ce fluxul de maşini trece prin Del Mar Lăsați unitatea de timp pentru MIX să fie psec Scrieți un program complet pentru MIX care controlează semnalele de trafic cu rX, în funcție de ceea ce este introdus în semnalul de depășire Este necesar să se respecte cu strictețe perioadele de timp stabilite; o excepție poate fi făcută numai pentru cazurile în care acest lucru nu este posibil Cometariu Valoarea în rX este modificată exact la sfârșitul comenzii LDX sau INCX [ ] Un pătrat magic de ordinul n este un aranjament de numere de la la n într-un pătrat astfel încât suma elementelor atât pe verticală, cât și pe orizontală să fie egală cu n(n + )/ ; suma elementelor celor două diagonale principale dă același rezultat Pe fig arată un pătrat magic de ordinul Următoarea regulă este folosită pentru a-l compune Începeți cu , inserându-l în pătratul direct sub pătratul „centru” (vezi Fig ), apoi deplasați-vă în jos și spre dreapta în diagonală (pe măsură ce treceți dincolo de granița pătratului, imaginați-vă că întregul plan este căptușit cu pătrate similare), până ajunge la o celulă plină; apoi aruncați două spații din ultimul spațiu completat și continuați în diagonală în jos și spre dreapta Această metodă este potrivită pentru orice n impar Folosind același principiu de alocare a memoriei ca în ex , scrieți un program MIX complet care generează un pătrat magic de x folosind metoda descrisă mai sus și imprimă rezultatul [Acest algoritm îi aparține lui Manuel Moschopoulos, care a locuit la Constantinopol în jurul anului Alte metode numeroase și la fel de interesante de construire a pătratelor magice, care sunt bune exerciții de programare, pot fi găsite în WW Rouse Ball, Mathematical Recreations and Essays, revizuit de HSM Coxeter (New York: Macmillan, ), capitolul ] [ ] (Problema lui Iosif ) Să n oameni să stea într-un cerc Pornind de la o anumită poziție, ei numără în cerc și execută brutal fiecare a-a persoană; după fiecare execuție, cercul se închide De exemplu (Fig ), cu n = și m = , execuția va fi în următoarea ordine: Prima persoană este executată a cincea, a doua - a patra, etc Scrieți un program MIX complet care imprimă ordinea de execuție pentru n = , m = Încercați să veniți cu un algoritm eficient care funcționează rapid pentru gropi mari (ți-ar putea salva viața într-o zi) [Legături W Ahrens, Mathematische Unterhaltungen und Spiele (Leipzig: Teubner, ), capitolul ] cinci ' START opt Orez Pătrat magic Orez Problema lui Iosif, n = , m = [ ] Scopul acestui exercițiu este de a ajuta cititorul să câștige experiență în utilizarea computerelor într-un domeniu în care datele de ieșire trebuie să fie afișate grafic mai degrabă decât în forma tradițională tabelară În acest caz, este necesar să „desenați” o diagramă de cuvinte încrucișate Datele de intrare sunt o matrice formată din zerouri și unu Zero corespunde unui pătrat alb, iar unul corespunde unui pătrat negru Ca rezultat, trebuie să obțineți o schemă de cuvinte încrucișate în care pătratele corespunzătoare cu numere denotă cuvinte situate vertical și orizontal De exemplu, pentru o matrice / \ \ O O O O / Orez Diagrama cuvintelor încrucișate corespunzătoare matricei din exercițiu Cuvintele încrucișate corespunzătoare ar trebui să arate ca cel prezentat în Fig Un pătrat este numerotat dacă este alb și fie (a) există un pătrat alb sub el și nu există niciun pătrat alb direct deasupra lui, fie (b) există un pătrat alb la dreapta și nu există un pătrat alb imediat la stânga Dacă pătratul negru este la margine, atunci trebuie eliminat din diagramă Acest lucru este ilustrat în fig unde pătratele negre de la colțuri au fost îndepărtate Există o modalitate simplă de a atinge acest obiectiv - să inserați „artificial” rânduri și coloane care conțin - în partea de sus, de jos și pe laturile unei anumite matrice de intrare și apoi să schimbați fiecare + care este adiacent cu - la - până lângă orice - nu va lăsa niciun + Următoarea metodă trebuie utilizată pentru a imprima circuitul final către ADCP Fiecare pătrat de cuvinte încrucișate ar trebui să fie afișat pe pagina tipărită cu coloane și rânduri, cu aceste poziții completate după cum urmează Nenumerotat uuuu+ Număr nn nnuu+ Negru +++++ pătrate albe: uuuu+ pătrate albe: uuuu+ pătrate: +++++ +++++ +++++ +++++ Pătratele cu - , în funcție de faptul că dreapta sau partea de jos sunt - : uuuu+ uuuu+ uuuuu uuuuu uuuuu uuuu+ uuuu+ uuuuu uuuuu uuuuu +++++ uuuu"*” +++++ shіL uuuuu Schema prezentată în fig , va fi tipărit așa cum se arată în imagine? nouăsprezece Lățimea de linie a imprimantei de de caractere este suficientă pentru a tipări cuvinte încrucișate cu până la de coloane Ca intrare, trebuie furnizată o matrice de x formată din zerouri și unu, toate rândurile fiind perforate în coloanele - ale cardului perforat de intrare De exemplu, cardul corespunzător primului rând al matricei de mai sus ar fi perforat după cum urmează: „ ” Modelul cuvintelor încrucișate nu va fi neapărat simetric și poate avea panglici lungi de pătrate negre atașate de părțile exterioare ale cuvintelor încrucișate în cel mai exotic mod +++++++++++++++++++++++ + + + + + + + + + + +++++++++++++++++++++++++++++++++ + + ++++++ + + + + + ++++++ + + + +++++++++++++++++++++++++++++++++ + + + + ++++++ + + + + + ++++++ + +++++++++++++++++++++++++++++++++ + ++++++ + + ++ +++++++ + + + + +++++++++++++++++++++++++++++++++ + + + ++++++ + + + + + ++++++ + + +++++++++++++++++++++++++++++++++++++ + '+ + + + + + + + + +++++++++++++++++++++++++ Orez Tipărirea pe ATsPU a cuvintelor încrucișate din fig optsprezece Aplicare la permutări În această secțiune, vom oferi mai multe exemple de programe pentru MIX și, împreună cu aceasta, ne vom familiariza cu câteva proprietăți importante ale permutărilor Aceste studii vor dezvălui și aspecte interesante ale programării computerelor în general Permutările au fost deja discutate în secțiunea ; în ea, permutarea cdfbea a fost considerată ca un aranjament de șase obiecte a, b, c, d, e, f la rând Dar un alt punct de vedere este posibil O permutare poate fi considerată ca o reordonare sau redenumire a obiectelor Cu această interpretare* se folosește de obicei notația pe două linii, de exemplu (a b c d e , cdfbea)' Aceasta înseamnă că „a merge la c, b merge la d, c merge la /, d merge la b, e merge la e, / merge la a” În ceea ce privește reordonarea, aceasta înseamnă că obiectul c se mută în locul ocupat anterior de obiectul a Și dacă considerăm asta ca o redenumire, atunci putem presupune că obiectul a a fost redenumit în c Când utilizați notația pe două linii, schimbarea ordinii coloanelor în permutare nu joacă niciun rol De exemplu, permutarea ( ) poate fi scrisă ca /c dfb a e\ y / b a d c eJ ' precum și încă moduri În legătură cu interpretarea descrisă, se folosește adesea notația ciclică Permutarea ( ) poate fi scrisă și sub forma (acf)(bd), ( ) * În literatura de matematică în limba rusă, termenul „substituție” este adesea folosit în acest caz - Notă, trad care, din nou, înseamnă „a merge la c, c merge la /, f merge la a, b merge la d, d merge la ” Ciclul (ad x? xn) înseamnă „iad trece în xi, , xn-\ trece-f xn, xn trece în iad” Deoarece elementul e este fixat în permutare (adică nu intră în niciun alt element, ci în sine), nu apare în notația ciclică Astfel, ciclurile unitare de tipul „(e)” nu sunt acceptate pentru a fi scrise Dacă toate elementele dintr-o permutare sunt fixe, astfel încât să fie prezente numai ciclurile unitare, atunci se numește permutare identică și se notează cu „()” Înregistrarea unei permutări ca ciclu nu este unică De exemplu, ( d)(oc/) (c/a)(bd), (db)(/ac) ( ) etc sunt echivalente cu ( ) Dar notația „(a/c) (bd)” nu va mai fi echivalentă cu ele, deoarece înseamnă că a intră în f Este ușor de înțeles de ce o permutare poate fi întotdeauna reprezentată ca un ciclu Începând cu elementul ad, permutarea se traduce, să zicem, iadul în x?, X în x etc , până când în final (din moment ce numărul de elemente este limitat) ajungem la un element rn+i, care a apărut deja printre xi , ,xp Acest element xn+i trebuie să fie egal cu iadul Să presupunem că este egal cu x Dar acest lucru este imposibil, deoarece se știe că X intră în x și, prin presupunere, xn + i intră în xn / X Prin urmare, xn + i \u d ii și obținem ciclul (ad X ■ ■ ■ xn), care face parte dintr-o permutare pentru unele n > Dacă întreaga permutare nu este epuizată de acest ciclu, atunci există un element y^ astfel încât yi xr pentru tot i, pentru care într-un mod similar mod în care obținem un alt ciclu (j/ij/ - Ym )- Nu y poate fi egal cu orice xz, deoarece xz = y: rezultă că ad+i = j/j+i etc În final, pentru unele k obținem xk = yi, ceea ce contrazice presupunerea despre alegerea lui u Procedând în acest fel, se pot găsi toate ciclurile cuprinse într-o permutare În programare, aceste concepte sunt folosite ori de câte ori un set de n obiecte trebuie plasat într-o ordine diferită Pentru a reordona obiectele fără a le muta în alt loc, este necesar, în esență, să adere la o structură ciclică De exemplu, pentru a reordona ( ), adică a atribui (a, b c, d e, f) „- (c, d, f, b, e, a), vom urmări structura ciclică ( ) și vom atribui secvențial t "- a, a • ddaaaaaaaaaaadddddddeeeeeeeaa b > ccccccccggggggggggggggbbbbb c >eeeddddddcccccccccc dddddddddcccccccc dddddddddcccccccc ddddddddcccccccc ddddddddcccccccc ddddddddcccccccc ddddddddcccccccc dddddddcccccccc dddddddcccccc tgggggcccccc))) dd)))bbbbdddddddddd e > bbbbbbbbbbbbbbaaa) ) ) ) bb) ) ) ) ) ef -^ffffeeeeeeeeeeeeeeaaaaaaaaafff -> ")))) ffffffffffffffff Prin urmare, putem concluziona că analiza unui program precum A este în multe privințe ca rezolvarea unui puzzle distractiv Mai jos vom arăta că, dacă se presupune că rezultatul este o permutare aleatorie, atunci valorile medii ale lui U și V vor fi egale cu Hjv și, respectiv, O altă abordare Algoritmul A multiplică permutările în același mod în care fac oamenii de obicei De multe ori se dovedește că problemele rezolvate cu ajutorul unui computer sunt foarte asemănătoare cu cele pe care oamenii le-au întâlnit constant de mulți ani Prin urmare, metodele de soluție cinstite dezvoltate pentru simpli muritori ca tine și mine sunt potrivite și pentru algoritmi de computer Dar nu mai puțin des trebuie să se confrunte cu metode noi care sunt ideale pentru un computer, dar complet nepotrivite pentru o persoană Motivul principal pentru aceasta este că computerul „gândește” diferit; tipul memoriei sale, cu ajutorul căreia își amintește informațiile, diferă de tipul memoriei umane Această diferență poate fi urmărită pe exemplul problemei noastre de multiplicare a permutărilor Folosind algoritmul de mai jos, computerul poate efectua multiplicarea permutării dintr-o singură lovitură, amintindu-și starea actuală a permutației în ansamblu pe măsură ce ciclurile sunt înmulțite Algoritmul A, conceput pentru oameni, parcurge formula de mai multe ori, câte una pentru fiecare element al rezultatului, în timp ce noul algoritm face totul într-o singură trecere Noto sapiens este cu greu capabil de asta Care este metoda computerizată pentru multiplicarea permutărilor? Ideea principală este ilustrată în tabel Coloana situată în acest tabel sub fiecare simbol al expresiei, care este reprezentată ca cicluri, arată ce permutare este exprimată prin cicluri parțiale din dreapta De exemplu, fragmentul formulei „ de)(b d f a e)” reprezintă o permutare (a b c d c f d \ e d cbl a f)' care apare în tabel sub simbolul din dreapta d Studiind cu atenție tabelul , puteți înțelege principiul construcției sale dacă începeți cu permutarea identică din dreapta și vă întoarceți de la dreapta la stânga Coloana situată sub simbolul x este diferită de coloana din dreapta (care conține starea anterioară) numai cu șirul x; iar noua valoare din rândul x este valoarea care a dispărut ca urmare a modificării anterioare Pe scurt, avem următorul algoritm Algoritmul B (Multiplicarea permutărilor reprezentate ca cicluri) Acest algoritm (Fig ) dă în esență același rezultat ca și algoritmul A Să presupunem că elementele permutate sunt Xi, X , ■ • ■, xn Vom folosi tabelul auxiliar T[ ], T[ ] , ,T[n]; la sfârșitul algoritmului, Xi trece la Xj în permutarea intrării dacă și numai dacă T[i] = j Bl [Inițializare ] Atribuiți [A] Potriviți liniile - din programul A EGAL ALF = sfârșitul început Rândurile - , în și nume de tabel, atenție Mărimile A, B, , R, S, T, W, Z, care afectează timpul de execuție a programului, diferă, desigur, de mărimile cu același nume care au fost utilizate în analiza programului A Analiza acestor cantități va fi un exercițiu interesant pentru cititor (vezi exercițiul ) Experiența arată că cea mai mare parte a timpului de execuție al Programului B va fi cheltuită căutând tabelul de nume; acest timp este determinat de parametrul F Există algoritmi mai eficienți pentru căutarea și construirea dicționarelor de nume; se numesc algoritmi de tabele de simboluri si joaca un rol important in matematica aplicata În capitolul , vom explora în profunzime algoritmi eficienți pentru tabelele de simboluri Permutări inverse Permutarea inversă l- pentru permutarea ir este o astfel de permutare care anulează acțiunea lui r; dacă în l elementul i trece în j tg, atunci în l-elementul j trece în i Astfel, produsul mrm~ este egal cu permutarea identică; același lucru este valabil și pentru produsul r-r Permutarea inversă este adesea notată cu r- mai degrabă decât cu r-, dar superscriptul este în mod clar redundant (din același motiv că x = x) Fiecare permutare are un invers De exemplu, permutarea inversă pentru (a b c d e (c dfb e a\ (a b c d e f\ c dfb e a J \a b c d e f J \fd a b e c J Luați în considerare câțiva algoritmi simpli pentru calcularea permutației inverse Să presupunem că în restul acestei secțiuni ne vom ocupa de permutări ale numerelor { , , ,n} Dacă X[ ] X[ ] Ar[n] este o astfel de permutare, atunci există o metodă simplă pentru a calcula inversa permutației acesteia Atribuim Y[X[/r]] -k pentru , treceți la pasul (această buclă nu este terminată); în caz contrar, atribuiți i , treceți la ; în caz contrar, algoritmul se termină | Un exemplu al acestui algoritm este dat în tabel Această metodă se bazează pe inversarea ciclurilor succesive de permutare; pentru a marca elementele inversate, acestea se fac negative, iar ulterior se reface semnul original Algoritmul I seamănă parțial cu Algoritmul A și seamănă foarte mult cu algoritmul de găsire a ciclului implementat în Programul B (liniile - ) Astfel, este un reprezentant tipic al algoritmilor legați de permutări În timpul pregătirii implementării sale pentru MIX, s-a constatat că este cel mai convenabil să stocați valoarea -r în registru, și nu r însuși Programul I (Recurs la fața locului), ii = m; rI = -r; r = j și n = N (acest simbol este definit atunci când un program este difuzat ca parte a unui program mai mare) INVERTARE ENT N II Inițializare, t - p OS ENT - j - - H LD N X, N Următorul element, i - A'[rn] J P F 'N Treceţi la pasul dacă i ENN , C În caz contrar, atribuiți i - j Și H ST X, N Salvați valoarea finală AJm] — H DECI N Ciclu pe or LH B N Treceți la pasul dacă m > | Timpul de execuție al acestui program poate fi ușor calculat folosind metoda descrisă mai sus Fiecărui element al lui Ar[zn] i se atribuie mai întâi o valoare negativă în pasul și apoi o valoare pozitivă în pasul Timpul total de execuție este ( A + C-|- )u, unde N este dimensiunea matricei și C este numărul total de cicluri Comportamentul lui C într-o permutare aleatorie va fi analizat mai jos Există aproape întotdeauna mai mult de un algoritm pentru rezolvarea oricărei probleme, așa că vă puteți aștepta să existe o altă modalitate de a inversa o permutare Următorul algoritm ingenios a fost propus de J Boothroyd Algoritmul J {Apel in loc) Acest algoritm dă același rezultat ca și Algoritmul I, dar bazat pe o metodă diferită K [Faceți toate valorile negative ] Atribuiți AG[A:] , atribuiți j , reveniți la pasul J În caz contrar, algoritmul se termină | Un exemplu de execuție a algoritmului Boothroyd este dat în tabel În esență, metoda se bazează din nou pe o structură ciclică, dar în acest caz, faptul că algoritmul rezolvă cu adevărat problema este mult mai puțin evident Lăsăm cititorului să verifice singur acest lucru (vezi exercițiul ) Programul J {Analog al programului I) rll = t; rI = j; gIZ = -g INVERT ENN N L Faceți toate valorile negative ST X+N+ ( : ) N Setați semnul negativ INC N J N *- N Mai multe? ENT N m ? LDA X, N J Recurs STA X, N o] „-x[ r] ST X, NX[- -i] -m DECI N J Ciclul nr m J P B N Treceți la pasul J dacă m > Pentru a afla cât de repede rulează un anumit program, trebuie să cunoașteți valoarea lui A; este atât de interesant și instructiv încât l-am lăsat pentru exercițiu (vezi exercițiul ) Deși algoritmul J este incredibil de elegant, analiza arată că algoritmul I este cu mult superior De fapt, se dovedește că timpul mediu de rulare al algoritmului J este, de fapt, proporțional cu nlnn, iar timpul mediu de rulare al algoritmului I este proporțional cu n Poate cineva va găsi cândva o utilizare pentru algoritmul J (sau o modificare din ea); este un algoritm prea elegant pentru a fi uitat complet Potrivire remarcabilă După cum sa menționat deja, notarea unei permutări într-o formă ciclică nu este unică; permutarea cu șase elemente ( )( ) poate fi scrisă ca ( )( ), etc Prin urmare, este util să se ia în considerare forma canonică a reprezentării ciclice, care este unică Pentru a obține forma canonică, urmați acești pași a) Scrieți în mod explicit toate ciclurile unității b) În cadrul fiecărei bucle, puneți primul număr cel mai mic c) Aranjați buclele în ordinea descrescătoare a primelor lor elemente De exemplu, pentru permutarea ( )( ) obținem (a): ( ) ( ) ( ); (b): ( ) ( ) ( ); (c): ( ) ( ) ( ) (douăzeci) O proprietate importantă a acestei forme canonice este că parantezele pot fi îndepărtate și apoi restaurate într-un mod unic Prin urmare, există o singură modalitate de a plasa paranteze în „ ” pentru a obține forma ciclică canonică Trebuie să introduceți o paranteză din stânga imediat înaintea fiecărui minim, de la stânga la dreapta (adică înainte de elementul care nu are niciun element mai mic înainte) Această proprietate a formei canonice face posibilă obținerea unei remarcabile corespondențe unu-la-unu între mulțimea tuturor permutărilor reprezentate în formă ciclică și mulțimea tuturor permutărilor reprezentate în formă liniară De exemplu, forma canonică pentru permutarea este ( ) ( ) ( ); eliminând parantezele, obținem permutația , a cărei formă ciclică este ( ) ( ); eliminând parantezele, obținem , a cărui formă ciclică este ( ) ( ), etc Această corespondență are numeroase aplicații în studiul permutărilor de diferite tipuri De exemplu, să punem întrebarea: „Câte cicluri are în medie o permutare a n elemente?” Pentru a răspunde, luați în considerare mulțimea tuturor n! permutările prezentate în formă canonică și scoateți parantezele Va fi un set de toate n! permutări într-o anumită ordine Deci întrebarea inițială ar fi echivalentă cu: „Câte minime are o permutare a n elemente, în medie, de la stânga la dreapta?” Am răspuns deja la ultima întrebare din secțiunea ; aceasta a fost valoarea (A + ) din analiza algoritmului YUM, pentru care s-au găsit caracteristicile statistice min , av Np, min n, dev yj Np — Np' ■ ( ) (De fapt, am căutat numărul mediu de maxime de la dreapta la stânga, dar evident că acesta este același cu numărul de minime de la stânga la dreapta ) În plus, am demonstrat, de fapt, că o permutare a n obiecte are k minime de la stânga la dreapta cu probabilitate [£]/p!; prin urmare, o permutare a n obiecte are k cicluri cu probabilitate [E] /n\ De asemenea, se poate întreba despre distanța medie dintre minime de la stânga la dreapta, care este echivalentă cu durata medie a ciclului Conform ( ), numărul total de cicluri din toate n! permutările sunt egale cu n! Np întrucât este r! înmulţit cu numărul mediu de cicluri Dacă unul dintre aceste cicluri este ales la întâmplare, care este lungimea lui medie? Imaginează-ți tot n! permutările { , , ,n} scrise în formă ciclică Câte dintre ele vor fi cicluri cu trei elemente? Pentru a răspunde la această întrebare, să aflăm de câte ori apare un anumit ciclu de trei elemente (xyz) Evident, apare exact la (n - )! permutări, deoarece acesta este numărul de moduri în care restul de n - elemente pot fi permutate Numărul de cicluri diferite de trei elemente posibile (mr) este n(n - )(m - )/ , deoarece x poate fi ales în n moduri, y în (n - ) moduri și r în (n - ) moduri, iar dintre aceste n(n - )(n - ) variante, fiecare ciclu diferit de trei elemente apare sub trei forme: (ur), (urm), (rty) Prin urmare, numărul total de cicluri de trei elemente dintre toate n! permutările este egală cu n(n - )x (n- )/ ori (n - )!, adică n!/ În mod similar, numărul total de cicluri de m-element este n!/m, unde ( ) O modalitate ceva mai directă de numărare a numărului de permutări care nu au cicluri unitare rezultă din principiul includerii și excluderii, care este de mare importanță pentru multe probleme de enumerare Principiul general al includerii și excluderii poate fi formulat după cum urmează Având în vedere N elemente și M submulțimi ale acestor elemente Si, S , ■ ■ •, Sm Este necesar să se numere câte elemente nu au căzut în niciuna dintre aceste submulțimi Fie |S| numărul de elemente ale mulţimii S Atunci numărul dorit de obiecte care nu aparţin nici uneia dintre mulţimile S} este egal cu N- ^ + £ I ' n Sj ns*| + • ■ • + (- )A/| P -n£A/| ( ) (Astfel, mai întâi, se scade numărul de elemente ale mulțimilor Si, ,Sjh din numărul total N; dar aceasta este mai mică decât valoarea dorită, deoarece am scăzut mai mult decât este necesar Prin urmare, adăugăm din nou valoarea numărul de elemente care sunt comune perechilor de mulțimi, S } DSi, pentru fiecare pereche de S și Si, dar aceasta este deja mai mult decât valoarea dorită Prin urmare, scădem elementele comune fiecărui triplu de mulțimi etc ) sunt mai multe moduri de a demonstra această formulă, iar cititorul este invitat să găsească unul dintre ele singur (vezi ex ) Pentru a număra numărul de permutări a n elemente care nu au cicluri unitare, se consideră N = n\ permutări și se notează cu Sj mulțimea permutărilor în care elementul j formează un ciclu unitar Dacă y) și fără variabile auxiliare [ ] Calculați produsul ()[ & cc ' {)x(° df b ' a ) și scrieți rezultatul ca o notație pe două linii (Comparați cu relația ( ) ) [ ] Exprimați (abd)(e/)(ac/)( d) ca produs al ciclurilor disjunse ► [MIO] În ( ) există mai multe moduri echivalente de a reprezenta aceeași permutare în formă ciclică Câte reprezentări de permutare există care nu au cicluri unitare deloc? [M ] Cum se va schimba timpul de execuție al programului A dacă renunțăm la presupunerea că toate cuvintele goale apar la marginea dreaptă a intrării? [ ] Dacă intrarea programului A este produsul permutărilor ( ), atunci care sunt valorile X, Y, M, N, U și V din ( )? Care va fi timpul de execuție al programului A fără I/O? ► [ ] Poate fi modificat algoritmul B pentru a vizualiza datele de intrare de la stânga la dreapta în loc de la dreapta la stânga? [ ] Programele A și B preiau aceeași intrare și dau răspunsul în esență în aceeași formă Ambele programe produc exact aceeași ieșire? ► [M ] Luați în considerare caracteristicile timpului de execuție al programului B și anume mărimile A, B, , Z, care au fost discutate în textul secțiunii Exprimați timpul total de execuție în termeni de mărimile X, Y, M, N, U, V definite în ( ) și în termeni de F Comparați timpul total de execuție al programelor A și B pentru intrarea ( ) făcând calcule ca în exercițiu [ ] Găsiți o regulă simplă prin care se poate scrie r- în formă ciclică dacă permutarea r este dată în formă ciclică [M ] (Transpunerea unei matrice dreptunghiulare ) Fie matricea (ar]) de dimensiunea m x n, m f n, să fie stocată în memorie așa cum este descris în exercițiu - , astfel încât valoarea lui atJ este în celula L + p(i - ) + (j - ), unde L este celula care conține oc Este necesar să se găsească o modalitate de transpunere a acestei matrice pentru a obține o matrice (btJ) de dimensiunea n X m, unde bl} = aJt este stocată în celula L + m(i - ) + (j - ) Astfel, matricea noastră trebuie transpusă „pe ea însăși” (a) Arătați că o transformare de transpunere ia o valoare de la celula L + x la celula L + (mx mod N) pentru toți x din intervalul [M ] Să fie scrise în mod explicit toate ciclurile de unitate Câte moduri diferite există de a reprezenta sub formă de cicluri o permutare care are ai cicluri de lungime , a? cicluri de lungime , (vezi exercițiul )? [M ] Care este probabilitatea P(n; ai, a , ) ca o permutare a n obiecte să aibă exact ai cicluri de lungime , a cicluri de lungime etc ? ► [HM J] (Următoarea abordare, propusă de L Shepp și S P Lloyd, oferă o metodă convenabilă și puternică pentru rezolvarea problemelor legate de reprezentările ciclice ale permutărilor aleatoare În schimb, pentru a lua în considerare numărul de obiecte u fixat și variabilă număr de permutări, vom presupune că alegem independent mărimile ai, a , az ■ • ■ considerate în exerciţiile şi în conformitate cu o anumită distribuţie de probabilitate număr real între şi a) Să presupunem că variabilele aleatoare ai, a , az, sunt alese după regula care spune: „Probabilitatea ca am = k este /(w, m, fc)”, unde f(w, m, j) este o funcție Definiți funcția f(w, m, k) astfel încât să fie îndeplinite următoarele două condiții: (i) ^ k> f(w, m, k) - , unde ; (ii) probabilitatea ca ai + a - + • • • = n și ca ai = fci, a = fc , az = k , este egală cu ( - w)w"P(ti; kі , kz, kz, ), unde P(n; kі, k?, kz, ) este determinat în exercițiul b) Este evident că o permutare a cărei structură ciclică are forma ai, a , az, , permută exact ai - a - - • • • obiecte Să se arate că dacă a,, r > , sunt alese aleatoriu conform distribuției de probabilitate din punctul (a), atunci probabilitatea ca ai - a - - ■ ■ ■ = n este egală cu ( - w )wn , iar probabilitatea ca suma ai - a - - • • • să fie infinită este egală cu zero c) Fie φ(ai, a , ) o funcție arbitrară a unui număr infinit de argumente ai, a , Să se arate că dacă a,, i > , sunt aleși în funcție de distribuția de probabilitate din (a), atunci valoarea medie a lui φ este ( - w) Aici φn desemnează valoarea medie a lui φ pentru toate permutările n obiecte, iar variabila a reprezintă numărul de cicluri J din permutare [De exemplu, dacă (ai, a , Din ( ) rezultă că φn — pentru toate τi ] d) Folosiți această metodă pentru a găsi numărul mediu de cicluri de lungime pară într-o permutare aleatorie a n obiecte e) Folosiți această metodă pentru a rezolva ex optsprezece [YALT( ] (Golomb, Shepp și Lloyd ) Notăm cu Ip lungimea medie a celui mai lung ciclu într-o permutare a n obiecte , este o constantă Demonstrați că limn->Oo(/n - Xn - | A) = [M - ] Aflați varianța lui A, care este una dintre caracteristicile timpului de execuție a algoritmului J (vezi exercițiul ) [Miy] Demonstrează relația ( ) ► [M J] Generalizați principiul includerii și excluderii pentru a obține o formulă pentru numărul de elemente care sunt exact în r din submulțimile Si, S?, ■ ■, Sm- (În textul secțiunii este luat în considerare doar cazul r = ) [K ] Folosiți principiul includerii și excluderii pentru a număra numărul de astfel de numere întregi n în intervalul oc va tinde spre - )k/(mk+ - ( - ))\ [Deoarece această valoare se află între ( - )/mt și , permutația lui Joseph are puțin mai puține elemente fixe decât permutările aleatoare ] [M ] (a) Demonstrați că pentru orice permutare mr = mr mm mmm+i de forma TG \u d ( ) e ( ) e ( m + ) e "\u e ( ) ei ( ) e ( tt - ) '"- , unde fiecare e& este fie , fie , avem |mk - fc| Stare de ieșire: rA = max CONȚINUT(X+ k) = CONȚINUT(X + rI ); l atunci subrutina ar putea fi scrisă astfel: MAXN STJ *+ ENT * rll rX Ieșiți de aici dacă rX Ieșiți de aici dacă rX ENT În caz contrar, ieșiți prin a doua ieșire EXIT JMP *, Reveniți la locul potrivit | (nouă) Unele subrutine pot apela alte subrutine În programele complexe, apelurile la subrutine imbricate mai mult de cinci niveluri nu sunt neobișnuite Folosind legătura subrutinei descrise mai sus, singura restricție care trebuie respectată este aceea că o subrutină nu poate apela o altă subrutină care (direct sau indirect) o apelează De exemplu, luați în considerare următorul scenariu [Program principal] [Subroutine A] A STJ EXITA [Subroutine B] B STJ EXITB [Subroutine C] C STJ EXITC JMP A JMP B JMP C JMP A EXITA JMP * EXITB JMP * EXITC JMP * ( ) Dacă programul principal îl sună pe A, care îl sună pe B, care îl sună pe C și apoi C îl sună pe A, atunci adresa din celula EXITA care iese în programul principal este suprascris, făcând imposibilă revenirea la acel program Raționament similar se aplică tuturor locațiilor RAM și registrelor utilizate de subrutine Prin urmare, nu este dificil să se dezvolte reguli de conectare a subprogramelor care să permită gestionarea corectă a unor astfel de situații recursive; detaliile sunt date în capitolul Încheiem această secțiune cu o scurtă privire asupra abordărilor de scriere a programelor complexe și mari Cum știm ce subrutine avem nevoie și ce secvențe de apeluri să folosim? Pentru a rezolva cu succes această problemă, puteți utiliza metoda iterației Pasul (ideea inițială) În primul rând, selectăm aproximativ planul general de acțiuni care vor fi efectuate în program Pasul (schița de schemă a programului) Să începem prin a scrie „straturile exterioare” ale programului în orice limbă este convenabilă O abordare sistematică a acestei etape este foarte bine descrisă în E W Dijkstra, Structured Programming (Academic Press, ), Capitolul , și în N Wirth, CACM ( ), - Puteți începe prin a împărți întregul program în bucăți mici care pot fi tratate temporar ca subrutine, chiar dacă sunt apelate o singură dată Aceste fragmente pot fi defalcate succesiv în părți din ce în ce mai mici, care vor servi la efectuarea unor operații din ce în ce mai simple Ori de câte ori apare o sarcină de calcul care pare că va fi întâlnită în altă parte sau a fost deja întâlnită undeva, ar trebui să definiți o subrutină (nu mai ipotetică, ci reală) pentru a îndeplini această sarcină În această etapă, nu ar trebui să scrieți încă această subrutină; trebuie să continuați să scrieți programul principal, pe baza presupunerii că subrutina și-a finalizat sarcina În cele din urmă, când schița programului principal este gata, puteți începe cu subrutine, încercând să începeți cu cele mai complexe subrutine, trecând treptat la subrutine imbricate etc Rezultatul va fi o listă de subrutine Funcția fiecărei subrutine s-a schimbat probabil deja de mai multe ori, așa că până în acest moment elementele inițiale ale circuitului vor fi incorecte Nu vă faceți griji, este doar o diagramă Dar acum avem o idee destul de clară despre cum va fi numită fiecare subrutină și care este gradul de universalitate Ca regulă generală, este logic să facem fiecare subprogram mai generic Pasul (Primul program de lucru) Acest pas în comparație cu pasul este o mișcare în direcția opusă Vom folosi acum un limbaj de programare pentru computer, să spunem MIXAL, PL/MIX sau un limbaj de nivel înalt De data aceasta, să începem cu cele mai joase niveluri de imbricare ale subprogramelor, apoi „lucram în sus” și în final să scriem programul principal Se recomandă, dacă este posibil, să nu scrieți nicio instrucțiune de apelare a subrutinei înainte de a fi scris codul pentru subrutină în sine (În pasul , am încercat să facem exact opusul, fără a lua în considerare subrutină până când toate secvențele sale de apel nu au fost scrise ) Pe măsură ce sunt scrise din ce în ce mai multe subrutine, încrederea noastră va crește treptat pe măsură ce extindem continuu capacitățile modulului programabil După ce ați scris o singură subrutină, trebuie să pregătiți imediat o descriere completă a funcțiilor sale și a secvențelor sale de apeluri, ca în ( ) De asemenea, este important ca celulele de memorie temporară să nu se suprapună Dacă fiecare subrutină accesează celula TEMP, consecințele pot fi dezastruoase, dar în timpul proiectării circuitului de la pasul , a fost convenabil pentru noi să nu ne facem griji pentru acest lucru Modul evident de a trata problemele de suprapunere este de a aloca o bucată separată de memorie temporară pentru fiecare subrutină, astfel încât numai acesta să o poată utiliza Dar dacă această utilizare a spațiului de memorie este prea irosită, atunci puteți folosi o altă schemă - dați celulelor numele TEMP , TEMP etc Numerotarea în interiorul subrutinei începe cu TEMPJ, unde j este cu unul mai mare decât cel mai mare număr care a fost utilizat de orice subrutină imbricată a acestei subrutine Pasul (reverificați) Rezultatul pasului ar trebui să fie un program practic de lucru, dar este posibil ca acesta să poată fi îmbunătățit O metodă bună pentru a face acest lucru este schimbarea direcției din nou, examinând pentru fiecare subrutină toate apelurile efectuate către acesta Este posibil ca o subrutină să fie oarecum extinsă pentru a efectua operațiuni comune pe care un program extern le efectuează întotdeauna imediat înainte sau după utilizarea subrutinei Poate că mai multe subrutine ar trebui îmbinate într-una singură; sau poate că o anumită subrutină este apelată o singură dată și nu ar trebui transformată deloc într-o subrutină (De asemenea, se întâmplă ca subrutina să nu fie apelată niciodată și să poți face cu totul fără ea ) În această etapă, de multe ori are sens să arunci tot ce s-a făcut și să începi din nou de la pasul ! nu glumesc deloc; timpul petrecut pentru a ajunge în acest loc nu a fost în zadar, deoarece ați studiat sarcina suficient de aprofundat Ulterior (deja după lansarea programului), cel mai probabil va deveni clar că au trebuit aduse unele îmbunătățiri la schema generală a programului Prin urmare, nu există niciun motiv să vă fie frică să reveniți la pasul - este mult mai ușor să treceți din nou prin pașii și acum că un program similar este gata Voi spune și mai mult: este foarte posibil ca timpul care va fi cheltuit pentru rescrierea întregului program să se răsplătească mai târziu în depanare Unele dintre cele mai bune programe de calculator scrise vreodată își datorează în mare parte succesul faptului că, în această etapă, toată munca a fost pierdută accidental și autorii au fost nevoiți să o ia de la capăt Pe de altă parte, probabil că nu are rost în principiu când un program complex de calculator nu poate fi îmbunătățit în niciun fel Prin urmare, pașii și nu trebuie repeți la infinit Când este clar că se poate face o îmbunătățire semnificativă, este logic să luați timp suplimentar pentru a începe de la capăt Dar în cele din urmă, se instalează stadiul „saturației”, când nu mai este posibil să se facă modificări semnificative, iar rezultatul implementării lor este doar un progres nesemnificativ Pasul (Depanare) După „lustruirea” finală a programului, care aparent include alocarea memoriei și alte pregătiri finale, este timpul să-l privim dintr-un alt unghi, diferit de cele folosite la pașii , și Acum vom examina programele de elemente din ordinea în care computerul le va executa Acest lucru se poate face manual sau, bineînțeles, folosind un computer Autorul a ajuns la concluzie că în această etapă este foarte util să folosiți programe de sistem care urmăresc fiecare comandă pe măsură ce este executată primele două ori Este foarte important să regândim ideile din spatele programului și să ne asigurăm că totul se întâmplă cu adevărat așa cum era de așteptat Depanarea este o artă care necesită studii suplimentare, iar modul în care se face depinde în mare măsură de dispozitivele disponibile pe computer Un bun început pentru o depanare eficientă în multe cazuri este pregătirea datelor de testare adecvate Cele mai eficiente metode de depanare par a fi cele care sunt concepute pentru și integrate într-un anumit program Mulți dintre cei mai buni programatori de astăzi și-au dedicat aproape jumătate din programele lor pentru a facilita depanarea programelor din cealaltă jumătate „Prima jumătate”, care constă de obicei din programe destul de simple care afișează informațiile relevante într-un mod lizibil, este în cele din urmă aruncată, dar în final oferă un câștig de performanță surprinzător O altă tehnică bună de depanare este să ții o evidență a tuturor greșelilor pe care le faci Desigur, nu este ușor, dar acest tip de informații sunt de neprețuit pentru oricine încearcă să depaneze un program; de asemenea, vă va ajuta să evitați multe greșeli în viitor Cometariu Majoritatea comentariilor anterioare au fost scrise de autor în , după ce a finalizat cu succes mai multe proiecte software de dimensiuni medii, dar înainte de a dobândi un stil de programare matur Ulterior, în anii , și-a dat seama că poate și mai importantă era o metodă numită documentare structurată sau programare alfabetizată O analiză a ideilor moderne despre cele mai bune modalități de a scrie tot felul de programe este conținută în cartea Literate Programming (Cambridge Univ Press), publicată pentru prima dată în De altfel, capitolul al acestei cărți conține o listă detaliată a tuturor erorilor care au fost remediate din programul TxX între și Până la un anumit punct, este mai bine să permiteți prezența erorilor în program decât să petreceți atât de mult timp pe dezvoltarea acestuia cât este necesar pentru a elimina toate erorile (câte decenii va dura?) — A M TURING, propuneri pentru ACE ( ) EXERCIȚII [ ] Precizați caracteristicile subrutinei ( ) Ca exemplu, utilizați ( ), care oferă caracteristicile subprogramului M [ ] Sugerați un cod care să înlocuiască ( ) Nu utilizați comanda JSJ [M ] Completați informațiile date în ( ) specificând exact ce se întâmplă cu registrul J și cu steag-ul de comparare când este executată subrutina De asemenea, determinați ce se întâmplă atunci când registrul II conține un număr nepozitiv [ ] Scrieți o subrutină care generalizează MAXN pentru a găsi valoarea maximă pentru secvența X[a], X[a + r], X[a + r], , X[n], unde r și n sunt parametri, iar a este cel mai mic număr pozitiv pentru care a = n (modulo r), i e a = + (n - ) mod r Furnizați o intrare specială pentru cazul r = Enumerați caracteristicile noii rutine, folosind ( ) ca exemplu [ ] Să presupunem că mașina MIX nu are registrul J Gândiți-vă la o modalitate de a lega subprograme care nu utilizează registrul J Ilustrați invenția dumneavoastră scriind o subrutină MAXIO care este efectiv echivalentă cu ( ) Formulați caracteristicile acestei subrutine în același mod ca în ( ) (Respectați convențiile MIX pentru codul cu auto-modificare ) ► [ ] Să presupunem că nu există niciun operator MOVE în MIX Scrieți o subrutină numită MOVE, astfel încât secvența sa de apel să fie „JMP MOVE; NOP A,I(F)” ar avea același efect ca „MOVE A,I(F)” dacă acesta din urmă ar fi valabil Singurele diferențe ar trebui să fie că registrul J este afectat și că timpul de execuție al subrutinei va crește ușor ► [ ] De ce codul cu auto-modificare este acum descurajat? Coroutine Subrutinele sunt cazuri speciale de componente software mai generale numite coroutine Spre deosebire de relația asimetrică dintre programul principal și subrutină, există o simetrie completă între corutinele care se apelează reciproc Pentru a înțelege ce este o corutine, să privim subrutinele dintr-o perspectivă diferită În secțiunea anterioară, am considerat că o subrutină este un fel de implementare hardware care este folosită pentru a reduce numărul de linii dintr-un program Acest lucru, desigur, este corect, dar este posibil și un alt punct de vedere Vă puteți gândi la programul principal și subprogramul ca la un grup de programe, fiecare membru al grupului trebuind să facă o anumită treabă Programul principal în cursul activității sale activează subrutina, aceasta din urmă își îndeplinește propria funcție și apoi activează programul principal Ne putem depăși dincolo de spiritul nostru îngust și ne imaginăm că, din punctul de vedere al unei subrutine, atunci când aceasta iese, este cea care apelează programul principal Programul principal continuă să-și îndeplinească sarcinile și apoi „iese” în subrutină Subrutina rulează și apoi apelează din nou programul principal Această filozofie oarecum inventată reflectă de fapt pe deplin situația cu coroutine, pentru care este imposibil să se determine care este programul principal și care este subrutina Să presupunem că avem coroutine A și B Când programăm A, putem presupune că B este o subrutină; la rândul său, programarea B ca subrutină poate fi considerată deja A Astfel, în corutina A, instrucțiunea „JMP B” este folosită pentru a activa corutina B În corutina B, instrucțiunea „JMP A” este folosită pentru a activa din nou corutina A Odată invocată, corotina reia execuția programului său din punctul în care acțiunea a fost suspendată ultima dată Coroutinele A și B ar putea fi, de exemplu, două programe care joacă șah Ele pot fi combinate astfel încât să joace unul împotriva celuilalt În MIX, o conexiune similară între corutinele A și B este realizată prin includerea următoarelor patru instrucțiuni în program A ȚJ BX B STJ AX AX JMP AI BX JMP B ' Este nevoie de patru cicluri de mașină pentru a transfera controlul către oricare dintre corutine Inițial, AX și BX sunt setate să sară la punctele de început ale fiecărei corutine, AI și B Să presupunem că corutina A este rulată prima; începe să fie executat din comanda, care se află în celula AI Când corutina A execută, de exemplu, instrucțiunea „JMP B” din celula A , instrucțiunea din celula B stochează conținutul lui rJ în AX, să spunem instrucțiunea „JMP A + ” Instrucțiunea de la BX ne duce la celula B , iar după aceea începe să se execute corutina B În cele din urmă ajunge la instrucțiunea „JMP A”, care se află, să zicem, în celula B Stocăm conținutul lui rJ în BX și sărim în locația A + , continuând să executăm corutina A până când controlul sare înapoi la B, care stochează conținutul registrului J în AX, sare la B + și așa mai departe Principala diferență dintre relațiile program-subrutină și corutină-corutină, așa cum s-a văzut în exemplul anterior, este că o subrutină începe întotdeauna la început (de obicei un punct fix), în timp ce un program principal sau o corutine începe întotdeauna de la locația care urmează punctul în care a fost încheiat data trecută Necesitatea de a utiliza coroutine în practică apare în mod natural atunci când sunt asociate cu algoritmi de intrare și de ieșire Să luăm un exemplu Să presupunem că corutinei A are sarcina de a citi cardurile perforate și de a efectua o transformare pe intrare care o reduce la o secvență de elemente O altă corutine, pe care o vom numi B, efectuează procesări ulterioare pe aceste elemente și tipărește răspunsurile B solicită periodic elementele de intrare ulterioare primite de A Astfel, corutina B îl apelează pe A de fiecare dată când are nevoie de următorul element de intrare, iar corutina A îl apelează pe B de fiecare dată când găsește un element de intrare Cititorul ar putea spune: „Ei bine, B este programul principal, iar A este doar o subrutină pentru efectuarea intrării” Dar această afirmație devine mai puțin adevărată atunci când procesul A se dovedește a fi foarte complicat De fapt, vă puteți gândi la A ca programul principal și la B ca subrutină de ieșire, iar descrierea de mai sus va rămâne valabilă Dar utilitatea ideii de corutine se găsește între aceste două extreme, când atât A cât și B sunt suficient de complexe încât fiecare îl cheamă pe celălalt de multe ori din puncte diferite Găsirea unor exemple mici și simple de corutine care ilustrează importanța acestei idei este dificilă În cazurile în care utilizarea corutinelor este cea mai utilă, aceste corutine tind să fie destul de mari Pentru a vedea corutinele în acțiune, să folosim acest exemplu Să presupunem că doriți să scrieți un program care convertește un cod în altul Codul de intrare care trebuie convertit este o secvență de caractere alfanumerice care se termină cu un punct, de exemplu A B E FG ZYW PQ R ( ) Această secvență este ștampilată pe cărți perforate; coloanele goale găsite pe cărțile perforate sunt ignorate Intrarea este interpretată după cum urmează, de la stânga la dreapta: dacă următorul caracter este cifra , , , (notat cu n), atunci indică repetarea (n + ) a următorului caracter, indiferent dacă este o cifră Un caracter nenumeric este de sine stătător Ieșirea programului nostru ar trebui să fie o secvență obținută în modul specificat și împărțită în grupuri de trei caractere Secvența se termină cu apariția unui punct; ultimul grup poate avea mai puțin de trei caractere De exemplu, secvența ( ) trebuie convertită de programul nostru în următoarele grupuri de caractere: ABB BEE EEE E F GZY W OPQ R ( ) Rețineți că F nu înseamnă de repetări ale literei F, ci patru patru și trei șase urmate de litera F Dacă secvența de intrare este „ ', atunci ieșirea va fi doar ' și nu ' deoarece primul punct încheie ieșirea Programul nostru este de a perfora ieșirea pe carduri perforate - șaisprezece grupuri pe fiecare card, cu excepția, poate, a ultimului Pentru a efectua o astfel de transformare, vom scrie două corutine și o subrutină Subrutina numită NEXTCHAR este concepută pentru a găsi caractere care nu sunt goale (adică, nu spații) în intrare și pentru a pune fiecare astfel de caracter ulterior în registrul A * CARACTER INTRARE SUBPROGRAM READER EQU Perforați numărul cititorului de carduri INPUT RIG *+ Spatiu pentru carduri de intrare NEXTCHAR STJ F Intrare subrutine JXNZ F Inițial rX = H J N F Flex inițial = IN INPUT(READER) Citiți cardul următor JBUS ♦(READER) Așteptați finalizarea ENN Lăsați hіb să indice următorul cuvânt H LDX INPUT+ Obțineți cuvântul următor de la intrare INC Indicator de avans ZN ENTA SLAX Următorul caracter -+ ga H JANZ * Sari peste spatii JMP NEXTCHAR+ Această rutină are următoarele caracteristici Secvență de apeluri: JMP NEXTCHAR Starea de intrare: rX = numărul de caractere încă de utilizat numit; gib indică următorul cuvânt sau gib = indicând faptul că trebuie citit un card nou Stare de ieșire: rA = următorul caracter de intrare negol; gX și gib on- construit pentru următoarea intrare în NEXTCHAR Prima noastră corutine, numită IN, găsește caracterele din secvența de introducere și de câte ori se repetă Prima dată când execuția sa începe la IN * PRIMUL COR H INCA Caracter nenumeric găsit JMP OUT Trimiteți-l la corotina OUT IN JMP NEXTCHAR Obține caracter DECA IAN B Este o scrisoare? SMRA = = JGE B Este acesta un personaj special? STA *+ ( : ) Numărul găsit n ENT * gI LDA PTABLE, ( : ) Obțineți timpul de execuție din tabel STA TIME ( : ) LD PTABLE, ( : ) Obțineți adresa programului corespunzătoare JNOV Accesați operator JMP (Protecție la depășire) | Sfatuiesc cititorul să acorde o atenție deosebită liniilor - „Tabelul de comutare” cu de instrucțiuni este o parte integrantă a simulatorului, permițându-i să sară rapid la programul dorit pentru a executa comanda curentă Aceasta este o metodă importantă de economisire a timpului (vezi exercițiul - ) Tabelul de comutare de de cuvinte PTABLE stochează și timpii de execuție pentru diverse instrucțiuni, conținutul acestui tabel fiind definit în rândurile următoare N P CYCLE( ) Tabel opcode, ADD ADD( ) elementele sale tipice sunt SUB SUB ( ) „Program P (timp)” MUL MUL( ) DIV DIV( J ) HLT SPEC(i) SLA SHIFTX ) MUȚĂ MUȘCĂ(l) LDA L AD( ) LD L AD,l( ) LD L AD,l( ) LDX L AD( ) LDAN L ADN( ) LD N L ADN,l( ) LDXN L ADN( ) ST RE( ) STJ ST RE( ) STZ ST RE( ) JBUS JBUS(l) IOC I C(l) IN IN( ) > OUT OUT(l) JRED JRED(l) JMP JUMP(l) JAP REGJUMP(l) JXP REGJUMP(l) INCA ADDROP(l) INC ADDROP, ( ) INCX ADDROP(l) CMPA COMPARE( ) OPTABIL CMPX C MPARE( ) | (Elementele corespunzătoare operatorilor LDi, LDiN și INCi au o intrare suplimentară „, ” pentru a face câmpul ( : ) să nu fie nul Acesta este folosit mai jos, în rândurile și , pentru a indica faptul că după simulare aceste operații, este necesar să se verifice mărimea valorii conținute în registrul index corespunzător ) Următoarea parte a simulatorului listează pur și simplu celulele care sunt folosite pentru a stoca conținutul registrelor simulate AREG CON Valoarea absolută a registrului A I REG CON Valoarea absolută a registrelor index I REG CON XREG CON Valoarea absolută a registrului X JREG CON Valoarea absolută a registrului J ZERO CON Constantă zero pentru „STZ” SIGNA CON Semnul de înregistrare A SIGN CON Semne ale registrelor index SIGN CON SIGNX CON X semn de registru SIGNJ CON Semnul de registru J SIGNZ CON Semnul stocat de „STZ” INST CON Comanda simulată COMPI CON Steagul de comparare OVTOG CON Steag de depășire CLOCK CON Timp de execuție simulat | Acum luați în considerare cele trei subrutine utilizate de simulator Prima este subrutina MEMORY Secvență de apel: JMP MEMORY Starea de intrare: rI = adresa de memorie validă (în caz contrar subrutina va trece la MEMERROR) Stare de ieșire: rX = semnul cuvântului în locația de memorie rI ; gA = absolut sensul cuvântului în celula de memorie rI * SUB-PROGRAME MEMORY STJ F Rutină de preluare a memoriei J N MEMORARE CMP =BEGIN= Memoria simulată este în JGE MEMERROR în celulele până la BEGIN - LDX , ENTA SRAX gX ■ (- semnul cuvântului LDA ( : ) gA - (este valoarea absolută a cuvântului H JMP * Ieșire unu Subrutina FCHECK procesează specificația câmpului parțial și verifică dacă este de forma L + R, unde L ? C JG EROARE STX R C STA L CZ LD L rll (JRED)? INCA JANZ F C / (STJ)? LDA INST( : ) STA *+ ( : ) Înlocuiește STJ cu STA JREG ENTA *rj (JXL)? H LDA F( : ) Am găsit o instrucțiune de săritură; STA INST( : ) își schimbă adresa în „JUMP” H LDA AREG Restabiliți registrul A * Toate registrele cu excepția J sunt acum corecte * valori raportate la programul extern INST NOP * Comanda este în curs de executare STA AREG Salvați din nou registrul A INCP LDA PREG( : ) Treceți la următoarea comandă INCA CICLU JMP H JSJ JUMP Constanta pentru liniile si JUMP LDA B( : ) Salt întâlnit SUB INST( : ) Acesta a fost JSJ? Jazz *+ LDA PREG( : ) Dacă nu, actualizați simulat INCA registru J ST JREG( : ) INST ENTA * JMP CYCLE Salt la adresa de salt PĂRĂSIȚI LDA AREG Restabiliți registrul A LEAVEX JMP * Opriți urmărirea AREG CON Conținut de g simulat A În ceea ce privește programele de urmărire în general și acesta în special, trebuie reținut următoarele ) Aici este prezentată doar cea mai interesantă parte a programului de urmărire - partea care controlează în timpul execuției unui alt program Pentru ca trasarea să fie utilă, este nevoie și de un scriitor de registru, dar nu l-am inclus Un astfel de program, deși cu siguranță important, abate atenția de la punctele mai fine ale programului de urmărire Prin urmare, modificările care în acest sens trebuie introduse în program sunt lăsate pentru exercițiu (vezi exercițiul ) ) Spațiul ocupat este de obicei mai important decât timpul de execuție, adică programul ar trebui să fie cât mai scurt posibil Apoi programul de urmărire va putea „coexista” chiar și cu programe foarte mari Și timpul de execuție este încă cheltuit la ieșirea datelor ) Am avut grijă să evităm modificarea conținutului majorității registrelor De fapt, programul folosește doar registrul A al mașinii MIX Programul de urmărire nu are efect nici asupra steagului de comparare, nici a steagului de overflow (Cu cât sunt utilizate mai puține registre, cu atât mai puține registre trebuie restaurate ) ) Când săriți la celula JUMP, nu este necesar să executați comanda „STA AREG”, deoarece conținutul rA nu s-a modificat ) După părăsirea programului de urmărire, registrul J nu este restaurat În ex arată cum să remediați această situație ) Numai trei restricții sunt impuse programului urmărit a) Nu trebuie să stocheze nimic în celulele utilizate de programul de urmărire b) Nu trebuie să folosească un dispozitiv de ieșire care scoate informații de urmărire (de exemplu, o comandă JBUS ar da o indicație incorectă) c) Va rula mai lent în timpul urmăririi EXERCIȚII [ ] Modificați programul de urmărire astfel încât să restabilească registrul J la ieșire (Puteți presupune că conținutul registrului J este diferit de zero ) [ ] Modificați programul de urmărire dat în text astfel încât înainte de fiecare pas să scrie următoarele informații pe bandă (dispozitiv ) Cuvânt , câmp ( : ): adresa celulei Câmpul cuvânt ( : ): registrul J (înainte de execuție) Cuvântul , câmpul ( : ) - dacă rezultatul comparației este mai mare, dacă este egal, dacă este mai mic; plus dacă nu există preaplin înainte de execuție Cuvântul : comandă Cuvântul : registrul A (înainte de execuție) Cuvintele - : registrele - (înainte de execuție) Cuvântul : Registrul X (înainte de execuție) Cuvintele - din fiecare bloc de bandă de de cuvinte trebuie să conțină alte nouă grupuri de cuvinte înregistrate în același format , [ ] În exercițiul anterior, programul de urmărire își scrie rezultatul pe bandă Explică de ce este mai bine decât imprimarea directă a rezultatelor ► , [ ] Ce se întâmplă dacă un program de urmărire se urmărește singur? Mai precis, aflați cum va funcționa programul de urmărire dacă două comenzi - ENTX LEAVEX și JMP *+ - sunt plasate imediat înainte de ENTER [ ] Luați în considerare o problemă similară celei anterioare Lăsați două copii ale programului de urmărire să fie plasate în locuri diferite în memorie și configurate pentru a se urmări reciproc Ce se va intampla? ► [ ] Scrieți un program de urmărire care să se poată urmări în sensul exercițiului : ar trebui să-și imprime propriile pași în modul lent, iar acel program se va urmări într-un mod și mai lent și așa mai departe, până la infinit, până când există suficientă memorie ► [ ] Luați în considerare cum să scrieți un program eficient de urmărire a ramurilor, care produce mult mai puține rezultate decât un program de urmărire obișnuit În loc să afișeze conținutul registrelor, programul de urmărire a ramurilor înregistrează pur și simplu tranzițiile care au loc Tipărește o secvență de perechi (xi, yi), (, X , Y ), executarea comenzilor din celulele j/i, ? /i + , , xj) - din celula x? în yg, etc [Pe baza acestor informații, următorul program poate reconstrui progresul programului și poate determina cât de des a fost executată fiecare comandă ] Intrare și ieșire Poate cea mai evidentă diferență între un computer și altul este dispozitivele de intrare/ieșire și comenzile computerului care controlează acele periferice Este imposibil să discutăm toate problemele și metodele asociate cu acest domeniu în cadrul unei cărți, așa că ne vom limita la a studia cele mai tipice metode I/O aplicabile majorității computerelor Instrucțiunile I/O ale unei mașini MIX sunt o încrucișare între o mare varietate de facilități disponibile în computerele reale Pentru a vă face o idee despre I/O cu un exemplu concret, să discutăm în această secțiune problemele de performanță optimă a I/O /O pe o mașină MIX /£\ Din nou, rog cititorul să fie indulgent că aceasta este o mașină MIX anacronică cu cardurile perforate etc Deși aceste dispozitive învechite sunt acum complet ieșite din uz, ele pot oferi totuși câteva lecții importante Dar, desigur, atunci când computerul MMIX este folosit în acest scop, ne va învăța și mai bine Mulți utilizatori de computere presupun că intrarea și ieșirea nu fac cu adevărat parte din procesul de programare „real” Intrarea și ieșirea sunt considerate sarcini obositoare care trebuie efectuate numai pentru a introduce informații în computer și a scoate rezultatele din acesta Prin urmare, mijloacele de intrare-ieșire ale unui computer încep de obicei să fie studiate numai după ce se familiarizează cu restul capacităților sale Și se întâmplă adesea ca doar un mic grup de programatori ai unui anumit computer să știe ceva despre detaliile operațiunilor I/O Această stare de lucruri este oarecum firească, deoarece programarea I/O nu a fost niciodată deosebit de atractivă Dar până când mulți încep să ia subiectul în serios, nu se poate aștepta ca situația să se schimbe În aceasta și în alte secțiuni (de exemplu, Secțiunea ), veți vedea că apar multe întrebări interesante în legătură cu I/O și veți afla, de asemenea, despre existența unor algoritmi îngrijiți Acum, poate, trebuie să facem o mică digresiune despre terminologie În dicționarele engleze, cuvintele „input” (“input”) și „output” (“output”) erau date anterior doar ca substantive („What kind of input are we get-ting?” - „What kind of data are we? intră?”) Dar acum a devenit o obișnuință să le folosești ca adjective („Don’t drop the input tape”) și verbe tranzitive („De ce a scos programul acest gunoi?” această prostie?”) În locul termenului combinat „input-output”, abrevierea „I/O” (în engleză - „ / ”) este folosită cel mai des Operația de intrare este adesea numită citire, iar ieșirea, respectiv, scriere Elementele care alcătuiesc intrarea sau ieșirea sunt de obicei numite „date” (în engleză, „date”) În engleză, acest cuvânt este, strict vorbind, o formă de plural (ca în rusă - Aproximativ, trad ), dar este folosit în sens colectiv, ca și cum ar fi un singular („Datele nu au fost citite”) În mod similar, cuvântul „informații” („informații”) este o formă atât de singular, cât și de plural Aceasta se încheie lecția de engleză Să presupunem că doriți să citiți date de pe o bandă magnetică Declarația IN a mașinii MIX, așa cum este descrisă în secțiunea , pur și simplu inițiază procesul de intrare și, în timp ce datele sunt introduse, computerul continuă să execute următoarele comenzi Prin urmare, comanda „IN ( )” începe să citească de cuvinte din unitatea de bandă magnetică numărul în celulele de memorie - , dar comenzile de program ulterioare nu ar trebui să acceseze încă aceste celule Programul poate considera intrarea completă numai atunci când (a) o altă operație I/O (IN, UT sau IOC) este inițiată la dispozitivul sau (b) o instrucțiune de ramificare condiționată JBUS( ) sau JRED( ) indică acel dispozitiv nu mai este ocupat Prin urmare, cel mai simplu mod de a citi un bloc de date de pe bandă în celulele - , astfel încât informațiile să fie la locul lor, este să utilizați două comenzi: IN ( ); JBUS *( ) (unu) Această metodă elementară a fost utilizată în programul din secțiunea (vezi rândurile - și - ) Dar pierde prea mult timp pe calculator, deoarece cea mai mare parte a timpului care ar putea fi folosit pentru calcule, să zicem IOOOi sau chiar m, este cheltuit pentru repetarea comenzii „JBUS” de mai multe ori Dacă acest timp este folosit pentru calcule, atunci viteza de execuție a programului poate fi dublată (Vezi exercițiile și ) O modalitate de a evita această „buclă de așteptare” este utilizarea a două zone de memorie pentru intrare Puteți citi datele într-o zonă în timp ce efectuați calcule pe datele din alta De exemplu, un program poate fi pornit cu comanda ÎN ( ) Începeți să citiți primul bloc ( ) Și acum, de fiecare dată când trebuie să citiți un bloc de pe bandă, puteți da cinci următoarele comenzi ENT JBUS MY MY IN *(cinci) ( ) ( ) ( ) Pregătiți-vă să executați instrucțiunea MOVE Așteptați ca dispozitivul să fie gata ( - ) -> ( - ) ( - ) -> ( - ) Începeți să citiți următorul bloc ( ) În general, aceasta are același efect ca și utilizarea comenzii ( ), dar banda de intrare rămâne ocupată în timp ce programul lucrează la datele din celulele - Ultima comandă ( ) începe să citească un bloc de date de pe bandă în celulele - înainte ca blocul anterior să fie procesat Acest lucru se numește citire timpurie sau tastați înainte și se face cu așteptarea că blocarea va fi necesară în cele din urmă Dar, de fapt, când începeți să procesați blocul din celulele - , este posibil să descoperiți că nu mai sunt necesare date Am mai văzut o situație similară, de exemplu, în corotina din Secțiunea , unde intrarea a venit de la carduri perforate mai degrabă decât de la bandă Apariția unei cărți perforate oriunde însemna că aceasta era ultima carte din pachet Această situație face imposibilă introducerea înainte Excepțiile sunt cazurile în care se poate presupune că (a) un pachet de cărți perforate cu date de intrare este urmat de un card perforat gol sau de un card suplimentar special de alt fel sau (b), să zicem, un semn de identificare apare în coloana a ultimei cărți a pachetului (de exemplu, „ ”) Când utilizați tipul înainte, trebuie să existe întotdeauna special al mijloacelor Metoda de efectuare a calculelor și operațiunilor I/O în paralel se numește buffering, în timp ce metoda elementară ( ) se numește intrare nebuffered Zona celulelor de memorie - , care este utilizată pentru a stoca intrarea directă în ( ), precum și zona celulelor - , în care sunt mutate datele de intrare, se numește buffer În Dicționarul Webster New World, tamponul este definit ca „Orice persoană sau lucru care servește la amortizarea unei lovituri” Acest termen este potrivit pentru noi, deoarece tamponarea este caracterizată de funcționarea mai lină a dispozitivelor I/O (Inginerii în electronică folosesc adesea cuvântul „buffer” într-un sens diferit, referindu-se la partea unui dispozitiv I/O care stochează informații în timp ce acestea sunt transmise Dar în această carte termenul „buffer” va însemna zona de memorie folosită de programator pentru a stoca datele I/O )' Secvența ( ) nu este întotdeauna mai bună decât ( ), deși excepțiile de la această regulă sunt destul de rare Să comparăm timpii lor de execuție Fie T timpul necesar pentru a introduce de cuvinte și fie C timpul de rulare care se scurge între cererile de intrare Metoda ( ) necesită în principal timp T + C per bloc de bandă, iar metoda ( ) necesită în principal max(C, T) + u (Valoarea u este timpul necesar pentru a executa două instrucțiuni MOVE ) O modalitate de a estima timpul de execuție este să ne uităm la timpul de cale critică; în acest caz, intervalul de timp între momentele în care un dispozitiv I/O este în uz în care acesta este inactiv În metoda ( ), dispozitivul rămâne inactiv pentru C unități de timp, iar în metoda ( ), unități de timp (presupunând C Notaţie H Tampon verde Tampon galben tampon roșu Buffer roșu al cărui conținut este scos Dispozitiv activ Dispozitiv gratuit A Assign -■R Release Inițiază ieșirea Orez Ieșire folosind trei tampon (vezi exercițiul ) orice perioade în care computerul așteaptă ca un dispozitiv de ieșire să-l ocupe (ca în cazul celei de-a patra operațiuni de „alocare” din Figura ) Dispozitivul de ieșire cheltuiește de de ori pentru a scoate fiecare bloc Următorul tabel listează activitățile care corespund intervalelor de timp prezentate în Figura Timp Acțiune Timp Acțiune ASSIGN(BUFl) OUT BUF ELIBERARE, OUT BUFI ASSIGN(BUFl) ASSIGN(BUF ) Ieșire oprită RELEASE RELEASE, OUT BUFI ASSIGN(BUF ) ASSIGN(BUF ) RELEASE Ieșire oprită ASSIGN (așteptați) RELEASE, OUT BUF BUFI atribuit, OUT BUF ASSIGN(BUF ) LANSAREA LANSAREA ASSIGN(așteptați) ASSIGN(BUFI) BUF alocat, OUT BUF OUT BUF LANSAREA LANSAREA OUT BUFI Calcul oprit ASSIGN(BUF ) OUT BUFI OUT BUF Ieșire oprită LANSAREA Astfel, în total a fost nevoie de i; computerul a fost inactiv în intervalele - , - și - , adică un total de i; dispozitivul de ieșire a fost liber în intervalele - , - și - , adică un total de m Pentru același program, creați un tabel timp-acțiune similar cu cel de mai sus, dar folosind doar două buffere [ ] Efectuați ex , dar numai pentru patru tampoane [ ] Efectuați ex , dar numai pentru un tampon [ ] Să presupunem că algoritmul de tamponare multiplă dat în text este utilizat pentru introducerea cardului perforat Și lăsați intrarea să se termine de îndată ce este citită cartela perforată, în coloana care conține Arată cum ar trebui modificată corotina CONTROL (algoritmul B și programul B) astfel încât intrarea să fie terminată în modul indicat [ ] Lăsați rezultatul să fie realizat folosind algoritmi de tamponare Ce comenzi ar trebui să fie inserate la sfârșitul programului COMPUTE din textul secțiunii pentru a se asigura că toate informațiile sunt scoase din buffere? [ ] Să presupunem că nu există o alternanță de acțiuni ASSIGN și RELEASE în programul de calcul, ci doar o secvență de acțiuni ASSIGN ASSIGN RELEASE RELEASE Ce impact va avea acest lucru asupra algoritmilor descriși în textul secțiunii? Ar putea fi de ajutor? [ ] Scrieți un program MIX complet care copiază de blocuri de la unitatea de bandă la unitatea de bandă folosind doar trei buffere Programul ar trebui să ruleze cât mai repede posibil [ ] Formulați un algoritm pentru tampoanele verde-galben-roșu-violet care sunt sugerate în fig , similar cu algoritmii de buffering multipli dați în textul secțiunii Utilizați trei corutine (una pentru a controla dispozitivul de intrare, una pentru a controla dispozitivul de ieșire și una pentru a calcula) [^ ] Refaceți algoritmul de multi-buffering al pool-ului de buffer; oferiți metode încorporate care împiedică încetinirea procesului de prea mult tip înainte Încercați, dacă este posibil, să oferiți algoritmului frumusețe și grație Comparați metoda dvs cu metode care nu folosesc pool-ul, aplicând-le la sarcini reale [ ] Extinderea propusă a mașinii MIX permite întreruperea calculelor, așa cum va fi descris mai jos Sarcina dvs în acest exercițiu este să modificați algoritmii și programele A, R și B din textul secțiunii, astfel încât să utilizeze aceste facilități de întrerupere în loc de instrucțiuni JRED Noile funcții MIX includ de locații de memorie suplimentare cu adrese de la - la - Această mașină are două „stări” interne — normală și control În stare normală, locațiile de la - la - nu sunt disponibile și mașina MIX funcționează normal Când apare o „întrerupere”, cauzată de condiții care vor fi discutate mai târziu, conținutul registrelor mașinii MIX este introdus în celule de la - la - : rA - în - ; gii—gib — în — — ; rX este stocat în - , iar rJ, starea steagului de overflow, steag-ul de comparare și adresa instrucțiunii următoare sunt stocate în locația - în următoarea formă: + urmă, com oѵ, СІ rJ Când mașina intră în starea de control, celula către care este transferat controlul este selectată în funcție de tipul de întrerupere Celula - joacă rolul unui ceas: la fiecare l unități de timp, numărul conținut în această celulă scade cu una; dacă rezultatul este zero, atunci are loc o întrerupere și controlul este transferat celulei - OOP Noua instrucțiune MIX „INT” (C= , F= ) funcționează după cum urmează: (a) În stare normală, controlul este transferat la locația - atunci când este întrerupt (Astfel, programatorul poate apela o întrerupere pentru a comunica cu programul de control; adresa INT nu contează, deși programul de control o poate folosi în sens informațional pentru a distinge un tip de întrerupere de altul ) (b) În control stare, toate registrele MIX sunt încărcate cu informații de la celulele - la - , apoi computerul revine la starea sa normală și reia execuția Timpul de execuție al instrucțiunii INT în ambele cazuri este de u O instrucțiune IN, OUT sau IOC emisă în starea de control va provoca o întrerupere imediat după finalizarea operațiunii I/O În acest caz, controlul va fi transferat către celulă - (numărul dispozitivului +) În starea de control, întreruperile nu apar niciodată Orice condiții care provoacă întreruperi sunt „reținute” până la următoarea operațiune INT, iar întreruperea are loc după ce o singură instrucțiune a fost executată în starea normală a programului [M ] I/O ale blocurilor mici de date de la un dispozitiv rotativ, cum ar fi un disc magnetic, necesită o atenție specială Să presupunem că programul funcționează cu n > blocuri consecutive de informații, după cum urmează Blocul k începe să fie introdus la momentul tk, unde ti = Este programat pentru procesare la momentul Uk > tk + T și eliberează tamponul la momentul tk = u* + C Discul se rotește o dată la fiecare P unități de timp, iar capul său de citire traversează începutul unui nou bloc la fiecare L unități de timp; deci avem tk = (k - )L (modulo P) Deoarece prelucrarea se realizează secvenţial, avem şi Uk > ѵk-i pentru Vk-v pentru N a nodurilor X [ ], X [ ], , X [n], a cărei caracteristică structurală cea mai importantă este o astfel de aranjare a elementelor listei unul relativ la celălalt, de parcă sunt pe aceeași linie Cu alte cuvinte, o astfel de structură trebuie să îndeplinească următoarea condiție: dacă n > și X[ ] este primul nod, iar X[n] este ultimul, atunci nodul fc al lui X[/c] urmează X [fe - ] și precede nodul X[/c + ] pentru toți obnZn în „formă închisă” [HM ] Calculați valorile asimptotice ale an și bn din ex și [M ] Câte permutări între n elemente pot fi obținute cu deca? [Rozenstiel și Tarjan, J Ajgorithms ( ), - , furnizează un algoritm care determină validitatea unei permutări date în pași O(n) ] ► [ ] Să presupunem că numai stivele sunt folosite ca structuri de date Care este cel mai eficient mod de a implementa o coadă folosind două stive? Distribuție în serie Cea mai simplă și naturală modalitate de a stoca o listă liniară în memoria computerului este aranjarea elementelor în celule consecutive, în care un nod al listei urmează imediat celuilalt Atunci LOC(X[J + ]) = LOC(X[J]) + c, unde c este numărul de cuvinte dintr-un nod (De obicei c = Dacă c > , atunci în unele cazuri este mai convenabil să împărțiți lista unică în c liste „paralele” în așa fel încât al-lea cuvânt al nodului X [J] să fie stocat la un nivel fix distanța de la primul cuvânt X [j], care depinde de k Totuși, în cele ce urmează, presupunem că grupurile adiacente de w w formează un singur nod ) În general, LOC(X[>]) = L + cj, ( ) unde Lo este o constantă, care se numește adresa de bază (adresa de bază), adică este adresa unui nod X [ ] Acest mod de a reprezenta o listă liniară este atât de evident și de bine cunoscut încât poate părea inutil să o studiem mai în profunzime Totuși, așa cum va fi arătat în acest capitol, există câteva alte metode mai „sofisticate” pentru reprezentarea listelor Prin urmare, înainte de a lua în considerare cazuri mai complexe, ar fi înțelept să explorați posibilitățile acestei metode simple Este foarte important să fie clar atât dezavantajele, cât și avantajele sale Alocarea secvențială este foarte convenabilă atunci când lucrați cu stiva Pentru a face acest lucru, este suficient să aveți o variabilă T, care se numește stack pointer (stack pointer) Dacă stiva este goală, atunci T = Pentru a împinge un nou element Y pe stivă, procedați în felul următor: T M, atunci OVERPLOW; ( , a) X [T] BAZĂ[r + ], atunci REVĂRSARE; altfel CONȚINUT(SUS[r]) +- Y grămadă, (nouă) Șterge: dacă TOP AND = BASE[r], atunci SUBFLOW; în caz contrar Y +- CONȚINUT (SUS ȘI), TORI L > BAZĂ [r + ] (Pentru a evita pierderea de informații, aceasta ar trebui făcută în ordine descrescătoare, nu crescătoare a valorilor L Dacă TOP[fc] = BASE[r + ], nu trebuie efectuate astfel de mișcări ) În cele din urmă, BASE[j] OLDTOP[j], atunci D[j] n: treceți la pasul R R [Mutați lista în jos ] Setați q BAZĂ [j' : treceți la pasul R ; b) j = : se anulează algoritmul R [Mutați lista în sus ] Set NEWBASEtj] - BASECj'J Setați CONȚINUT(L + să fie interpretată ca o ștergere și nu ca o inserție, iar întregul proces continuă până la ki + fc (numărul total de celule din tabel utilizate ) devine egal cu m Mai mult, operația de ștergere dintr-o listă goală nu dă niciun rezultat probabilități la sfârșitul întregului proces: (ki, k ) = ( , ) ( , ) unsprezece cu probabilitate , -, - o + o De exemplu, dacă m - , se poate demonstra că se va obține următoarea distribuție ( , ) ( , ) ( , ) - p+ p - p+ p ' ' - p+ p ' Astfel, pe măsură ce p crește, crește și diferența dintre ki și ki m+^ [pentru m par] Acest comportament diferă semnificativ de cel considerat în exemplul anterior (când p = ) Cu toate acestea, acest lucru nu este atât de important, deoarece pe măsură ce p se apropie de unitate, timpul necesar pentru a finaliza procesul va ajunge rapid la infinit Problema formulată în acest exercițiu este de a studia dependența lui max(fci,Ă: ) de p și m și de a determina formule asimptotice pentru valori date ale lui p (de exemplu, p = |) deoarece m tinde spre infinit De interes deosebit este cazul când p = [HMJ ] Rezumați rezultatul ex pentru n arbitrar > , arătând că pentru n fix și tinzând spre infinit m, cantitatea are forma asimptotică m/n + cyn/m + ( ) Determinați constantele cg, cs, c și cs [^ ] Folosind metoda Monte Carlo, simulați funcționarea algoritmului G pentru diferite distribuții de inserții și ștergeri Ce concluzie despre eficiența algoritmului G se poate face pe baza acestor experimente? Comparați performanța sa cu cea a altui algoritm în care nodurile sunt deplasate în sus sau în jos unul câte unul [ ] Această secțiune descrie modul de utilizare a zonei de memorie partajată mai eficient prin aranjarea a două stive în memorie, astfel încât acestea să poată crește unul spre celălalt Este posibil să aranjați două cozi, sau o stivă și o coadă, pentru a obține aceeași eficiență atunci când utilizați o zonă de memorie partajată? [ ] Dacă a este o secvență arbitrară de inserții și ștergeri de tip ( ), fie zo(st) numărul de depășiri de stivă care apar după aplicarea metodei simple prezentate în fig la această secvență a cu condiții inițiale precum ( ) și i(st) numărul adecvat de revărsări în raport cu alte condiții inițiale precum ( ) Demonstrați că so(ct) n ► [ ] (Null-indexing ) Programatorii cu experiență știu că, în general, pentru indexarea elementelor unei liste liniare, este mai bine să se folosească forma X[ ], X[ ], , X[n - ] în locul formelor tradiționale X[ ], X[ ], , X[n] Apoi, de exemplu, adresa de bază Lo în ( ) va indica cea mai mică celulă din matrice Modificați metodele de inserare și eliminare ( , a), ( , a), ( , a) și ( , a) pentru stive și cozi pentru a se conforma acestei convenții Cu alte cuvinte, schimbați-le astfel încât toate elementele listei să fie în tabloul X[ ], X[ ], , X[M - ] și nu în tabloul X[ ], X [ ], , HM] Distribuție aferentă În loc de a stoca o listă liniară în locații consecutive de memorie, se poate folosi o schemă mai flexibilă prin care fiecare nod conține o legătură către următorul nod din listă Distribuție în serie Adresa Lq+s: Lq + s: Lo + Zs: Lo + s: Lq + s: Conţinut Elementul Elementul Elementul Elementul Elementul Distribuție aferentă Conținutul adresei A: Punctul B B: Elementul C C: Elementul D D: Punctul E E: Element L Aici A, B, C, D și E sunt locații de memorie arbitrare, iar A este o legătură goală (vezi Secțiunea ) Într-un program cu un astfel de tabel cu o distribuție secvențială a elementelor, pentru a indica lungimea acestuia ( elemente), va fi necesară fie o variabilă sau constantă suplimentară, fie un cod special în ultimul, al -lea, element sau în celula de memorie care urmează aceasta Într-un program cu o distribuție legată, este necesar să se folosească o variabilă sau o constantă de legătură care va indica adresa A, iar toate celelalte elemente ale listei pot fi găsite folosind această adresă După cum sa menționat în secțiunea de mai sus, legăturile sunt adesea reprezentate schematic ca săgeți, deoarece locația lor reală în memorie de obicei nu contează În acest caz, tabelul descris mai sus cu alocarea de memorie asociată ar arăta astfel ( ) Aici FIRST este o variabilă de legătură care indică primul nod din listă Prin compararea celor două tipuri principale de depozitare, se pot trage câteva concluzii evidente ) Când organizați o alocare legată în memorie, va trebui să alocați spațiu suplimentar pentru a găzdui legăturile În unele situații, acest factor poate fi dominant Dar se întâmplă adesea ca informațiile stocate într-un nod să nu ocupe tot cuvântul, așa că există întotdeauna un loc pentru comunicare În plus, în multe cazuri, mai multe elemente sunt combinate într-un singur nod și, prin urmare, relația poate fi utilizată pentru mai multe elemente de date simultan (vezi exercițiul - ) Mai important, totuși, cu alocarea de memorie legată, câștigurile pot fi obținute implicit prin suprapunerea parțială a tabele care împart anumite zone de memorie Adesea, alocarea secvențială nu este la fel de rațională ca alocarea legată, deoarece pentru funcționarea sa eficientă este nevoie de un număr foarte mare de celule de memorie vacante suplimentare Deci, la sfârșitul secțiunii precedente, a fost deja explicat de ce astfel de sisteme devin extrem de ineficiente atunci când memoria este plină dens ) Operația de ștergere a unui element dintr-o listă legată este mai ușoară De exemplu, pentru a șterge elementul , trebuie doar să modificați legătura cu acesta în elementul Și, cu alocarea secvențială a memoriei, o astfel de ștergere înseamnă, în general, mutarea unei părți semnificative a listei în alte celule ) Când utilizați schema de alocare a memoriei legate, este, de asemenea, mai ușor să inserați un element în mijlocul listei De exemplu, pentru a introduce elementul | lista ( ) trebuie să schimbe doar două legături PRIMUL — Punctul | *~|~N Punctul | ' | Elementul Elementul | *-|~^| Elementul | [Punctul ;| | Și atunci când lucrați cu un tabel lung cu alocare secvențială de memorie, inserția va trebui să efectueze mai mulți pași, ceea ce va dura foarte mult timp ) Accesele la elementele arbitrare ale listei sunt mult mai rapide cu alocarea secvențială a memoriei Pentru a accesa elementul fc al listei, unde k este o variabilă, în cazul alocării secvențiale de memorie, va dura un timp fix, dar pentru a accesa elementul dorit în cazul alocării de memorie asociată, va fi nevoie de k iterații Astfel, utilitatea alocării memoriei legate provine din faptul că, în majoritatea aplicațiilor, elementele unei liste sunt accesate mai degrabă în ordine secvențială decât aleatorie Pentru a accesa elemente din mijlocul sau de la sfârșitul listei, puteți crea o variabilă de legătură suplimentară sau o listă întreagă de variabile de legătură care indică pozițiile dorite din listă ) Într-o schemă de alocare a memoriei legate, este mai ușor să organizați unirea a două liste sau împărțirea unei liste în alte două liste care pot crește independent ) Schema de alocare a memoriei legate este excelentă pentru organizarea de structuri mai complexe decât listele liniare simple De exemplu, poate fi folosit pentru a crea un număr variabil de liste de dimensiune variabilă Mai mult, fiecare nod al unuia dintre ele poate fi începutul unei alte liste, în plus, nodurile pot fi interconectate în mai multe moduri și pot forma alte liste etc ) Operațiile simple, cum ar fi procesarea secvențială a elementelor din listă, sunt puțin mai rapide pe multe computere Pentru un computer MIX, operatorii INC c și LD , (LINK) diferă doar cu un ciclu, dar multe computere nu au capacitatea de a încărca un registru index dintr-o celulă indexată Dacă articolele din lista legată aparțin unor pagini diferite ale dispozitivului de stocare în masă, accesarea acestora poate dura mult mai mult Astfel, tehnologia de alocare a memoriei legate depășește limitările impuse de natura secvențială a memoriei computerului La efectuarea unor operații, contribuie la obținerea unei eficiențe mult mai mari, în timp ce la efectuarea altora, dimpotrivă, o reduce De obicei, este destul de clar care tehnologie este cea mai bună pentru o anumită situație Prin urmare, listele de diferite tipuri sunt adesea folosite în același program 'INF i i LINK i Pentru următoarele câteva exemple, să presupunem, pentru comoditate, că nodul constă dintr-un singur cuvânt care conține două câmpuri, INF și LINK: ( ) Când se utilizează alocarea de memorie legată, se presupune de obicei că există un mecanism pentru a găsi spațiu liber pentru un nou nod atunci când sunt inserate date noi în listă Acest lucru se face de obicei cu o listă specială de spațiu liber Aici se va numi o listă AVAIL (sau o stivă AVAIL, deoarece este de obicei tratată ca o stivă push-down, adică pe baza ultimului intrat, primul ieșit) Setul tuturor nodurilor neutilizate în prezent este legat într-o listă, care are aceeași structură ca toate celelalte liste Variabila link AVAIL se referă la elementul cel mai de sus al acestei liste Astfel, dacă trebuie să atribuiți adresa unui nou nod variabilei de legătură X și să rezervați nodul pentru utilizare ulterioară, puteți face următoarele: X SEQMIN c) Alte părți ale programului, când încearcă să scadă valoarea SEQMIN, semnalează o depășire (OVERFLOW) dacă SEQMIN ( ) (Conform notației folosite aici, noul nod este derivat din lista AVAIL ) Comparând ( ) și ( ), putem sugera următoarele acțiuni care trebuie întreprinse pentru a introduce elementul de date Y de la sfârșitul cozii: P YI Ț K-» a Ț DISPONIBIL" (cincisprezece) Ar fi de dorit să se utilizeze din nou operațiile ( ), chiar dacă ambele F și R ar trebui modificate pentru a fi introduse într-o coadă goală, și nu doar R Este ușor de găsit că operațiile ( ) pot fi folosite pentru aceasta dacă R = LOC(F) când coada este goală, cu condiția ca F = LINK(LOC(F)) Cu alte cuvinte, pentru a implementa această idee, valoarea variabilei F trebuie să fie stocată în câmpul LINK al propriei celule Pentru cea mai eficientă verificare a condițiilor la limită atunci când se lucrează cu o coadă goală, presupunem că F = A Prin urmare, coada goală este dată de pointerii F = L și R = LOC(F) Efectuând operațiile ( ) în aceste condiții, obținem ( ) Operația de eliminare a unui element de date din coadă poate fi obținută într-un mod similar Dacă ( ) descrie starea cozii înainte de îndepărtarea elementului, atunci starea acesteia după eliminare va fi după cum urmează: f I •+>! I -H I r ■ (adică) DISPONIBIL Când lucrați cu condiții de limită, trebuie să vă asigurați că operația de ștergere este efectuată corect atât înainte, cât și după golirea cozii Pe baza acestor considerații, putem propune următoarea modalitate de a elimina un element de date din coadă în cazul general: Dacă F = L, atunci SUBFLOW; în caz contrar P - F, F - LINK (P), Y - INFO (P), AVAIL ? J Z F b Debit de intrare epuizat? ÎN TAMPON(TAPEIN) b- Endmark văzut; ia in considerare alta JBUS ♦(TAPEIN) blocați din bandă, așteptați finalizarea ENT BUFFER b- Resetează indicatorul bufferului JMP B b- ZN LD , t TK Înregistrarea relației LDA X, (C UNT) t COUNTEA] INCA t + STA X, (C UNT) m -> COUNTEA], INC t DISPONIBIL NEXT(P) ST , (SUC) t la -> SUC(P) ST X, (T P) m P -> SUS E• INC t Incrementează indicatorul tampon JMP B t H IOC O(TAPEIN) Rebobinați banda de intrare ENT , T Căutați zerouri, k fc > ♦ FAZA DE SORTARE LD X(QLINK) F COUNT [rI ] JAP *+ m A fost atins zero? ST X, (QLINK) n — a Dacă este atins, setați QLINK [R] y (b) S = mulţimea tuturor oamenilor; x x y înseamnă că x este un strămoș al lui y (c) S = mulţimea tuturor numerelor întregi; x x y înseamnă că x este un multiplu al lui y (adică x mod y - ) (d) S = mulţimea tuturor rezultatelor matematice dovedite în această carte; x - la pasul T , pe baza căreia poate fi creat acest algoritm ] [ ] Implementați extensii ale algoritmului T din exercițiu în codul programului T [ ] Scrieți un algoritm eficient maxim pentru a efectua sortarea topologică pe mulțimi foarte mari S care conțin mult mai multe noduri decât pot încăpea în memoria computerului Să presupunem că operațiunile de intrare, ieșire și stocare temporară sunt efectuate folosind o unitate de bandă [Indicaţie Sortarea normală a datelor de intrare presupune că toate relațiile unui nod sunt situate una lângă alta Ce s-ar putea face într-un astfel de caz? În special, este necesar să se prevadă cel mai rău caz când este dată o ordonare liniară puternic mixtă În ex , în introducerea capitolului , descrie o soluție la această problemă cu iterațiile O(logn) ] [ ] [Alocarea memoriei pentru subrutine ) Să presupunem că biblioteca principală de subrutine este stocată pe bandă într-o formă portabilă care a fost utilizată pe scară largă în computerele anilor Procedura de încărcare trebuie să determine cantitatea de mișcare pentru fiecare subrutină care este aplicată, astfel încât să fie necesară o singură trecere peste toate datele pentru a încărca fiecare program necesar Problema este că pentru ca unele rutine să funcționeze, alte rutine trebuie să fie încărcate în memorie În acest caz, subrutinele utilizate rar (care sunt de obicei situate la sfârșitul benzii) pot apela subrutine utilizate frecvent (care sunt de obicei situate la începutul benzii), și deci trebuie să știți despre toate subrutinele necesare înainte de a parcurge toate datele de pe bandă O modalitate de a rezolva această problemă este să păstrați „directorul casetei” în memorie Procedura de încărcare are drepturi de acces la două tabele a) Catalog de benzi Acest tabel constă din noduri de lungime variabilă de următoarea formă: ÎN SPATIUL LINK în SUB SUB ÎN SPATIUL LINK SUB SUB sau V SUBn V SUB (p- ) SUBn Aici SPACE este numărul de cuvinte de memorie necesare pentru această subrutină; LINK este o legătură către intrarea de director pentru subrutină, care se află imediat după această subrutină; SUB , SUB , , SUBn (n > ) - legături cu elemente de director pentru alte subrutine care sunt necesare pentru funcționarea acestui subprogram; B = pentru toate cuvintele cu excepția ultimului, B = - pentru ultimul cuvânt din nod Adresa de intrare a directorului pentru prima subrutină de pe banda de bibliotecă de subrutine este dată de variabila de legătură PRIMA b) Lista subrutinelor specificate direct de programul încărcat Este stocat în pozițiile consecutive X[l], X[ ], , X[N], unde N > este o variabilă care este cunoscută procedurii de încărcare Fiecare element al acestei liste este o legătură către o intrare de director pentru rutina corespunzătoare Procedura de încărcare cunoaște și numărul de mișcări (ML C) care trebuie efectuate pentru a încărca prima subrutină Ca un mic exemplu, luați în considerare următoarea configurație Rutine obligatorii Catalog de benzi LINK ÎN SPAȚIAL XC J = : X[ ] = : - : - N = : PRIMUL = : - ML C = : - : - : : : - : - Directorul de bandă în acest caz arată că rutinele , , , , , și sunt stocate pe bandă în această ordine și așa mai departe Încărcarea acestei rutine va necesita rutinele și , care vor fi plasate în celule la adrese > La rândul lor, aceste rutine vor trebui să încarce și rutinele , și Alocatorul de memorie de subrutine trebuie să modifice tabelul X astfel încât fiecare element X CI], X[ ] , să ia următoarea formă: + BAZĂ SUB (cu excepția ultimului element, care este descris mai jos), unde SUB este subrutina de încărcat și BASE este cantitatea de mișcare Aceste elemente trebuie plasate în aceeași ordine în care apar pe panglică Mai jos este o soluție posibilă la problema din exemplul de mai sus BAZĂ SUB BAZĂ SUB X[ ] : X[ ] : X[ ] : X[ ] : X[ ] : X[ ] : Ultimul element conține valoarea adresei primei locații de memorie neutilizate (Evident, aceasta nu este singura modalitate de a lucra cu o bibliotecă de subrutine Organizarea adecvată a bibliotecii depinde în mare măsură de tipul de computer pe care îl utilizați și de aplicațiile pe care le executați Cu computere moderne puternice, organizarea unei biblioteci de subrutine va necesita o abordare complet diferită Cu toate acestea, metoda discutată mai sus este un exemplu excelent de utilizare a tehnicilor interesante pentru lucrul cu date secvențiale și conexe ) Scopul acestui exercițiu este de a crea un algoritm pentru rezolvarea problemei Alocatorul de memorie creat pentru aceasta poate transforma în mod arbitrar directorul de bandă în pregătirea soluției, deoarece directorul de bandă poate fi citit din nou și din nou de către alocatorul de memorie la următoarea alocare, fără ca directorul de bandă să fie solicitat de orice altă parte a memoriei procedura de încărcare [ ] Scrieți un program pentru calculatorul MIX care implementează algoritmul din exercițiu CO] Următoarea construcție demonstrează o modalitate de a „rezolva” o problemă destul de generală - jocuri pentru două persoane, cum ar fi șah, nim sau alte jocuri mai simple Luați în considerare un set finit de noduri, fiecare dintre acestea reprezentând o posibilă stare a jocului Există mai mulți pași (sau niciunul) care vă permit să transformați fiecare stare în alta Numim starea x predecesorul stării y (și y succesorul stării x) dacă există un pas care duce starea x la starea y Statele fără moștenitori sunt numite pierde sau câștig Jucătorul care face o mutare în starea x este adversarul jucătorului care face o mutare din starea x la starea succesoare Având în vedere această configurație de stări, setul complet de stări câștigătoare (în care jucătorul care face următoarea mișcare poate câștiga) și setul complet de stări pierzătoare (în care jucătorul care face următoarea mișcare este sigur că va pierde) pot fi calculate prin repetare următoarea operație până la starea neschimbată Să desemnăm un stat drept „învins” dacă toate statele succesoare „învinge” și să desemnăm un stat „învingător” dacă cel puțin un stat succesor „pierde” După repetarea la nesfârșit a acestei operațiuni, unele stări pot să nu fie indicate în niciun fel Aceasta înseamnă că jucătorul care face următoarea mișcare dintr-o astfel de stare nu poate câștiga, dar nu poate fi învins O astfel de procedură pentru calcularea setului complet de stări câștigătoare și pierzătoare poate fi formulată pentru un computer sub forma unui algoritm similar algoritmului T Pentru a face acest lucru, se poate stoca pentru fiecare stare numărul stărilor sale succesoare care nu sunt marcate ca „câștigător”, precum și o listă a tuturor predecesorilor săi Scopul acestui exercițiu este de a crea un algoritm specific, care este descris doar aproximativ mai sus, și de a-l aplica unor jocuri interesante care nu conțin prea multe stări posibile [cum ar fi „military” joc”: Y Lucas, Recreations Mathematiques (Paris, ), - ; ER Berlekamp, JH Conway și RK Guy, Winning Ways (Academic Press, ), capitolul ] ► [ ] (a) Sugerați un algoritm pentru „ștergerea” întregii liste ( ) cu toate nodurile ei plasate pe stiva AVAIL dacă se cunoaște doar PRIMA valoare În acest caz, algoritmul trebuie să aibă o viteză de execuție optimizată (b) Rezolvați problema de la punctul (a) pentru lista ( ), cu condiția ca valorile lui F și R să fie cunoscute [ ] Să presupunem că cozile arată ca ( ), dar cu o coadă goală reprezentată de valoarea F = A și o valoare nedefinită R Cum ar trebui atunci inserările și ștergerile reprezentate de regulile ( ) și ( ) ? Liste ciclice Prin modificarea ușoară a metodei de legare se poate introduce o nouă metodă, alternativă celei propuse în secțiunea anterioară O listă legată circular (sau, pe scurt, o listă circulară) este o listă legată în care ultimul nod este legat de primul nod, și nu de L Prin urmare, este întotdeauna posibil să accesați orice element al listei, începând cu un element ales arbitrar În plus, gradul de simetrie al structurii listei este crescut și atunci când lucrați cu lista, nu trebuie să vă faceți griji cu privire la locul în care se află ultimul sau primul nod Un aspect tipic de listă circulară arată astfel: (d I -I I-I -I ~ \j K - rta- (i) Să presupunem că nodul conține două câmpuri, INFO și LINK, ca în secțiunea anterioară Variabila de referință PTR indică către nodul cel mai din dreapta din listă; în acest caz, câmpul LINK(PTR) va conține adresa nodului din stânga Cele mai importante sunt următoarele operații simple a) Introduceți elementul Y în stânga: P = AVAIL, INFO(P) ABC(Q), mergeți la pasul A AZ [Adunare coeficient ] (Se găsesc termeni cu aceleași puteri ) Dacă ABC(P) COEF(Q) Dacă este diferit de zero, sari A Eliminarea unui membru nul Q Câmpurile RLINK și LLINK din antetul listei sunt folosite în locul indicatorilor LEFT și RIGHT din schema ( ) Capetele din dreapta și din stânga sunt perfect simetrice, astfel încât antetul listei ar putea la fel de bine să fie în partea dreaptă a listei din diagrama ( ) Dacă lista este goală, ambele câmpuri de link pentru antetul listei indică către antetul însuși Reprezentarea listei în forma ( ) îndeplinește în mod evident condiția RLINK(LLINK(X)) = LLINK(RLINK(X)) = X, ( ) unde X este adresa oricărui nod din listă (inclusiv antetul acestuia) De aceea este de preferat reprezentarea listei în forma ( ) decât în forma ( ) O listă dublu legată, de obicei, ocupă mult mai mult spațiu de memorie decât o listă cu legătură unică (deși la un nod care nu umple complet cuvânt în memoria computerului, uneori există spațiu liber pentru o altă conexiune) Dar operațiunile suplimentare care pot fi efectuate foarte eficient pe liste dublu legate sunt adesea mai mult decât suficiente pentru a compensa costul suplimentar de memorie Pe lângă avantajul evident de a putea naviga cu ușurință fie înapoi, fie înainte de-a lungul unei liste dublu legate, una dintre cele mai importante inovații este capacitatea de a elimina un NODE(X) din listă dacă se cunoaște doar valoarea lui X ” înainte” și „după”” (Fig ): RLINK(LLINK(X)) IN sau UT FLOOR, atunci setați STATE la NEUTR sau STATE GOINGDOWN, în funcție de îndeplinirea condiției CALLCAR[ j] = pentru toate j FLOOR), așteptați unități de timp (pentru ca liftul să încetinească) și treceți la pasul E În caz contrar, repetați acest pas E [Coborâre la podea ] Acest pas este similar cu pasul E dacă schimbați direcția de mișcare și înlocuiți intervalele de timp de și unități cu intervale de și, respectiv, de unități (Liftul durează mai mult să coboare decât să urce ) E [Setare indicator de inactivitate ] Setați D la și executați subrutina DECIZIE (Această acțiune independentă este inițiată la pasul E , dar este aproape întotdeauna anulată la pasul E A se vedea exercițiul ) | Subprogram D (DECIZIE Subprogram) După cum este indicat în corutinele de mai sus, această subrutină este executată în momente critice când trebuie luată o decizie cu privire la alegerea direcției de mișcare D [Ar trebui luată o decizie?] Dacă STARE/NEUTRAL, părăsiți această subrutină D [Ar trebui deschise ușile liftului?] Dacă liftul este în proces de efectuare a acțiunilor pasului EI și dacă CALLUP [ ], CALLCAR[ ] și CALLDOWN [ ] nu sunt egale cu zero, atunci după o pauză de de unități de timp, mergeți la pasul E și apoi părăsiți acea subrutină (Dacă subrutina DECISION este apelată în prezent în timpul unei acțiuni independente în pasul E , atunci corotina ascensorului poate sări la pasul EI ) D [Există apeluri?] Găsiți cea mai mică valoare a j / FLOOR pentru care CALLUP[J], CALLCARfj] sau CALLDOWN[j] este diferit de zero și mergeți la pasul D Dar dacă nu există o astfel de valoare pentru j, j - ar trebui setat dacă subrutina DECIZIE este apelată în prezent la pasul E ; în caz contrar, părăsiți subrutină D [Stare schimbare ] Dacă FLOOR > j, setați STATE „ GOINGDOWN; dacă FLOOR NEXTTIME(P) H LD o,i(rl;nkd Q - RLINK (P) ST , (RLINK ) RLINKl(C) -Q ST O, (LLINK ) LLINKl(C) -P ST , (RLINK ) RLINKl(P) -C ST , (LLINK ) LLINKl(Q) -C H JMP * Ieșire din subrutină DELETEW STJ F Eliminați NODE(C) din lista de AȘTEPTARE LD (LLINK ) (Același cod ca și liniile - , LD (RLINK ) dar sunt folosite LLINK și RLINK ST O, (LLINK ) în loc de LLINK și RLINK ) ST (RLINK ) H JMP * CYCLE STJ , (NEXTINST) Set NEXTINST(C) - rJ CICLU JMP HOLDC STJ (NEXTINST) Setează NEXTINST(C) - rJ JMP HOLD Introduceți NODE(C) în lista de AȘTEPTARE cu întârziere rA CYCLE LD WAIT(RLINKl) Setați nodul curent C - RLINK (LOC(WAIT)' LDA STA TIME TIME - NEXTTIME(C) JMP DELETEW Eliminați NODE (C) din lista de AȘTEPTARE JMP , Accesați NEXTINST(C) | Acum luați în considerare codul pentru corotina U La începutul pasului U , nodul curent C este USER (vezi liniile - de mai sus), iar acțiunile din rândurile și înlocuiesc persoana USER pe lista WAIT, astfel încât următorul persoana va apărea în sistem după unități de timp INTERTIME Liniile - creează un nod pentru această persoană nouă și înregistrează etajele de intrare (IN) și de ieșire ( UT) Stiva AVAIL este legată individual în câmpul RLINK al fiecărui nod Rețineți că în rândurile - acțiunea „C ••• , I*] au indici în intervale independente li Tehnicile tipice de programare pentru lucrul cu matrice adresabile secvenţial sunt descrise în exerciţiu - și în două răspunsuri la acest exercițiu Un interes deosebit în aceste programe sunt metodele fundamentale pentru parcurgerea eficientă a rândurilor și coloanelor și utilizarea stivelor secvențiale Distribuție aferentă Alocarea de memorie asociată este, de asemenea, excelentă pentru reprezentarea seturilor de date multidimensionale ' În general, nodurile pot conține k câmpuri de legătură, câte unul pentru fiecare listă căreia îi aparține nodul Alocarea memoriei limitate este utilizată de obicei în cazurile în care matricele de date nu sunt strict dreptunghiulare Ca exemplu, luați în considerare o listă în care fiecare nod reprezintă o descriere a unei persoane, cu patru câmpuri de legătură pentru a denota: sexul SEX, vârsta VARSTA, culoarea ochilor OCHI și culoarea părului PĂR De exemplu, nodurile cu aceeași culoare a ochilor sunt conectate folosind câmpurile EYES etc (Fig ) Atunci este ușor să ne imaginăm un algoritm eficient pentru inserarea nodurilor cu descrieri de oameni noi în această listă Operația de ștergere într-o astfel de structură va fi mult mai lentă, dar eficiența acesteia poate fi îmbunătățită prin utilizarea listelor dublu legate În acest caz, se pot imagina algoritmi cu grade diferite de eficiență pentru a executa, de exemplu, astfel de solicitări: „Găsiți toate blondele cu ochi albaștri cu vârsta cuprinsă între și de ani” (vezi exercițiile și ) Problemele de acest fel, în care nodurile unei liste pot aparține mai multor alte liste, sunt destul de frecvente Într-adevăr, modelul de funcționare a liftului descris în secțiunea anterioară conține noduri care sunt în două liste simultan: QUEUE și WAIT Femeie, de ani, ochi căprui, păr negru Bărbat, de ani, ochi căprui, păr negru Femeie, de ani, ochi verzi, păr blond Bărbat, de ani, ochi căprui deschis, păr blond Femeie, de ani, ochi albaștri, păr roșu Femeie, de ani, ochi albaștri, păr blond Orez Fiecare nod este în patru liste diferite Ca exemplu de utilizare a alocării de memorie legată pentru liste dreptunghiulare, luați în considerare matrici rare {matrici rare] (adică matrici mari în care majoritatea elementelor sunt egale cu zero) Scopul sarcinii este de a organiza munca cu structuri precum o matrice obișnuită, dar in acelasi timp sa realizeze mari economii de timp si spatiu in memorie datorita eliminarii elementelor egale cu zero din aceasta O modalitate de a organiza accesul aleatoriu la elementele acestei matrice este utilizarea metodelor de stocare și preluare a datelor, care sunt descrise în Capitolul , adică căutarea elementului A[j,fc] se realizează pe baza tasta „[j, fc]” Există, totuși, o altă modalitate de a lucra cu matrici rare, care este adesea preferată deoarece se potrivește mai mult cu structura matricei Această metodă va fi discutată mai jos Reprezentarea considerată aici constă din liste legate ciclic, adică rânduri și coloane legate ciclic Fiecare nod de matrice are trei cuvinte și conține cinci câmpuri: R W SUS COL STÂNGA VAL Aici R W și COL sunt indici care denotă rândul și coloana nodului; VAL este valoarea stocată în elementul matricei; LEFT și UP sunt legături către următorul element non-null la stânga într-un rând sau, respectiv, sus într-o coloană Fiecare rând și fiecare coloană are anteturile de listă BASER WW și, respectiv, BASECOLtj] Aceste noduri sunt identificate datorită următoarelor condiții: COL(LOC(BASER W[j] )) J, setați P I, setați PTR[J] I), setați PTR[ J] mulţimi disjunse T\, ,Tm, iar fiecare dintre aceste mulţimi, la rândul său, este un arbore; arborii Ti, ,Tm sunt numiți subarbori ai rădăcinii date După cum puteți vedea, această definiție este recursivă: un arbore este definit pe baza conceptului de arbore Cu toate acestea, aici nu există un cerc vicios de definiții, deoarece un arbore format dintr-un nod conține doar o rădăcină, iar toți ceilalți arbori cu n > noduri sunt definiți pe baza arborilor cu n noduri Prin urmare, permite definirea unui arbore cu două, trei sau mai multe noduri Pe lângă modul recursiv de definire a arborilor, există mai multe moduri nerecursive de definire a arborilor (de exemplu, vezi Exercițiile , și și Secțiunea ), dar definiția recursivă este cea mai potrivită, deoarece recursivitatea reflectă o proprietate inerentă a tuturor structurilor arborescente Natura recursivă a copacilor poate fi observată și în natură, de exemplu, mugurii copacilor tineri cresc și în cele din urmă se transformă în ramuri (subcopaci), pe care reapar muguri, care cresc și, în cele din urmă, se transformă în ramuri (subcopaci), etc , prin inducerea numărului de noduri de arbore, sunt dovedite câteva proprietăți importante ale arborilor pe baza definiției recursive de mai sus Din această definiție rezultă că fiecare nod al arborelui este rădăcina unui subarboresc al arborelui dat Numărul de subarbori ai unui nod se numește gradul acelui nod Un nod cu gradul zero se numește nod terminal (nod terminal) sau frunză (frunză) Nodul non-frunză se numește nod de ramură Nivelul {nivel) al unui nod în raport cu arborele T este determinat recursiv după cum urmează Nivelul rădăcinii arborelui T este egal cu zero, iar nivelul oricărui alt nod este cu unul mai mare decât nivelul rădăcinii celui mai apropiat subarboresc al arborelui T care conține acest nod Aceste concepte sunt ilustrate în Fig folosind exemplul unui arbore cu șapte noduri Nodul A este o rădăcină care are doi subarbori: {B} și {C,D,E,F,G} Rădăcina arborelui {C,D,E,F,G} este nodul C Nivelul nodului C este în raport cu întregul arbore Are trei subarbori, {£>}, {E} și {F,G}, deci C are gradul Terminalele din fig sunt nodurile B, D, E și G Nodul F este singurul nod cu gradul , iar nodul G este singurul nod cu gradul Dacă la punctul (b) din definiția de mai sus contează ordinea relativă a subarborilor Ti, ,Tm, atunci arborele este un arbore ordonat Dacă, într-un arbore ordonat, m > , atunci are sens să numim subarborele T% al doilea subarbore al rădăcinii date și așa mai departe Arborii ordonați sunt uneori numiți și platani (arbori platani), deoarece ordonarea lor contează Orez Un exemplu de copac Orez Un alt exemplu de copac o modalitate de a plasa un copac pe un avion Cu excepția a doi arbori care diferă doar în ordinea relativă a subarborilor nodurilor, se spune că arborele este orientat deoarece contează doar orientarea relativă a nodurilor, nu ordinea lor Însăși natura modului în care datele sunt reprezentate într-un computer determină ordinea implicită a oricărui arbore, astfel încât în cele mai multe cazuri arborii ordonați sunt de cel mai mare interes În cele ce urmează, vom presupune implicit că toți arborii luați în considerare sunt ordonați, dacă nu se specifică altfel în mod explicit În consecință, copacii din fig și sunt în general considerate diferite, deși ca arbori direcționați sunt exact la fel O pădure este un set (de obicei ordonat) care nu conține niciun arbore disjunct sau conține mai mulți arbori disjunși Atunci o altă formulare a punctului (b) din definiția unui arbore dată mai sus ar putea arăta astfel: nodurile arborelui, cu condiția excluderii rădăcinii, formează o pădure Există o diferență subtilă între conceptele abstracte de pădure și copaci Când rădăcina copacului este îndepărtată, obținem o pădure și invers: atunci când un nod este adăugat în pădure, dintre care toți copacii sunt considerați ca subarbori ai noului nod, obținem un copac Prin urmare, conceptele de „pădure” și „copac” sunt adesea folosite în mod interschimbabil atunci când se lucrează cu structuri de date Copacii pot fi reprezentați grafic în diferite moduri De exemplu, pentru arborele din Fig , există trei alternative fundamental diferite, care, așa cum se arată în fig diferă în aranjarea nodurilor față de rădăcină Regulile pentru reprezentarea schematică a structurilor arborescente nu sunt capriciul cuiva, deoarece destul de des atunci când lucrați cu ele trebuie să spuneți că un nod este „deasupra” altuia, „deasupra” altuia sau este „extrem” în dreapta și așa mai departe Unii algoritmi pentru procesarea structurilor arborescente sunt numiți de sus în jos, în timp ce alții sunt numiți de jos în sus Fără un acord strict asupra regulilor pentru reprezentarea schematică a arborilor, o astfel de terminologie poate duce la confuzie Se poate părea că circuitul prezentat în Fig arată de preferat pur și simplu pentru că așa cresc copacii în natură În absența oricăror alte motive semnificative pentru o alegere mai preferabilă, ar trebui folosită tradiția deja onorata de timp a naturii Având în vedere acest lucru, atunci când lucra la această serie de cărți, autorul a urmat regula de a înfățișa copacii cu rădăcina în jos, dar după doi ani de muncă s-a descoperit eroarea acestei alegeri Un studiu al literaturii de specialitate și numeroase discuții informale ale unei game largi de algoritmi cu experți în domeniul informaticii au arătat că în mai mult de % din cazurile luate în considerare, arborii sunt reprezentați cu rădăcina în vârf Aceasta nu este altceva decât o tendință irezistibilă de a desena cu mână liberă de sus în jos, mai degrabă decât de jos în sus (ceea ce este de înțeles, având în vedere modul în care scriem) Chiar și termenul „subarbore” spre deosebire de termenul „superarbore” este asociat cu relația descendentă Prin urmare, vom presupune că Fig este pur și simplu răsturnat „nota în sus” De acum înainte, aproape întotdeauna diagrama arborescentă va arăta ca în Fig , (b), adică cu rădăcina deasupra și frunzele dedesubt În conformitate cu această orientare, vom numi nodul rădăcină vârful (apexul) arborelui și vom caracteriza nivelurile nodurilor ca fiind puțin adânci și adânci Pentru a lua în considerare copacii, este necesar să se creeze o terminologie descriptivă bună În loc de cuvinte ambigue precum „deasupra” și „dedesubt”, este mai bine să folosiți termeni general acceptați care sunt utilizați atunci când lucrați cu arbori genealogic Pe fig prezintă cele mai comune două tipuri de arbori genealogici Ele diferă prin faptul că pedigree-ul arată strămoșii unei anumite persoane, iar schema ancestrală îi arată moștenitorii În prezența „încrucișării”, arborele genealogic nu mai este un copac, deoarece diferite ramuri ale arborelui (după cum s-a menționat mai sus) nu pot fi conectate Pentru a elimina această discrepanță din fig , (a) Regina Victoria și Prințul Albert sunt menționați de două ori în a șasea generație, iar regele Christian al IX-lea și regina Louise sunt menționați de două ori în a cincea și a șasea generație Un pedigree ar trebui considerat un arbore adevărat dacă fiecare dintre nodurile sale reprezintă nu doar un individ, ci o persoană ca mama sau tatăl unei alte persoane Terminologia standard pentru structurile arborescente provine din al doilea tip de arbore genealogic și anume schema generică Fiecare nod este numit părinte (pareot) al rădăcinilor subarborilor săi, iar rădăcinile în sine sunt numite frați (sibhngs), precum și copiii (copiii) părintelui lor Rădăcina întregului copac nu are părinte De exemplu, în fig nodul C are trei copii, D, E și F, nodul E este părintele nodului G, iar nodurile B și C sunt frați Această terminologie poate fi, evident, extinsă De exemplu, nodul A este străbunicul (adică străbunicul sau străbunica) al nodului G Nodul B este vărul (adică, unchiul sau mătușa) nodului F, nodurile H și F sunt veri Unii autori în locul termenilor „părinți”, „copii”, „surori-frați” preferă să folosească terminologia „masculin”: „tată” (tată), „fiu” (fiu), „frate” (frate) și alții - feminin: „mamă” (mamă), „fiică” (fiică), „sora” (sora) În ambele cazuri, un nod are cel mult un părinte sau Anna - Edwin —~~~~~~~~~~~ Anna ■—— ■ William - Henriette — Oswald — Charlotte Thomas ■— Augusta Adolf —— ~ Claudine —— Alexander —— Louise ——— Christian IX—"' Victoria Albert —' Victoria - Albert — ~~~~ Elizabeth — Charles Sophie —— Maurice •—- Wilhelmina - -Alexander Louis - Louise - Iosif Charlotte Nicholas I Charlotte William L William Eduard VP Ludovic I Julia Constantin Iafet;-Iavan Alexandra Christian IX Orez Arborele genealogic (a) genealogie, (b) schemă generică [Surse Burke's Peerage ( ), AJmanach de Gotha ( ), Genealogisches Handbuch des Adels Fursthche Hauser , Genesis - ] Mesheh Firas Askenaz Homer - Rifat Fogarma Elisa Farsis Knttim Dodanim Canaan Elam Khush Seva Havila — Sheva Rama-^ Dedan Savtekha Nimrod Ludim Anamim legavnm Naftukhim Sidon Het Jebusei Amorite Gergeseus Evey Arkay Blue Arvadey Tzemarey Himafey Arfaxad - Caia Eber Aram Uz Gefer Mash Peleg Yoktan (b) strămoş În cele ce urmează, termenii „strămoș” (strămoș) și „descendent” (descendent) vor fi folosiți pentru a desemna rudenia, care se poate extinde pe mai multe niveluri ale arborelui De exemplu, descendenții nodului C din Fig sunt nodurile D, E, F și G, iar strămoșii nodului G sunt nodurile E, C și A Pedigree-ul prezentat în Fig , (a), este exemplu de arbore binar (arborele bmary) — unul dintre cele mai comune - t, diagramă arborescentă tipuri mai importante de arbori Cititorul cu siguranță nu este odată întâlnit cu arbori binari în competițiile de tenis sau alte turnee care se desfășoară conform sistemului olimpic cu eliminarea învinsului Fiecare nod al unui arbore binar are cel mult două subarbori, iar în cazul unui singur subarbore, ar trebui să se facă distincția între stânga și dreapta Strict vorbind, un arbore binar este un set finit de noduri care este gol sau constă dintr-o rădăcină și doi arbori binari care nu se intersectează, care sunt numiți subarborele din stânga și din dreapta acestei rădăcini Să aruncăm o privire mai atentă la această definiție recursivă a unui arbore binar Rețineți că un arbore binar nu este un tip special al unui arbore obișnuit definit anterior De fapt, acesta este un concept complet diferit (deși vom vedea mai târziu că au multe în comun) De exemplu, arbori binari și (unu) sunt diferite, deoarece în primul caz rădăcina are un subarboresc drept gol, iar în celălalt caz are un subarboresc stânga gol Cu toate acestea, ca copaci, sunt identici Un arbore binar poate fi gol, dar un arbore obișnuit nu Prin urmare, atunci când lucrați cu arbori binari, nu trebuie să uitați de epitetul obligatoriu „binar”, pentru a nu-i confunda cu arborii obișnuiți Unii autori oferă o definiție ușor diferită a unui arbore binar (vezi exercițiul ) O structură de arbore poate fi reprezentată grafic în mai multe moduri, care pot arăta destul de diferit de copacii reali din natură Pe fig prezintă trei moduri de reprezentare a structurii din fig : de fapt, în fig , (a) arbore din fig este prezentat ca un arbore onented Aceasta schema este un caz special de multimi imbricate (multimi imbricate), si anume, o multime de multimi in care fie fiecare pereche de multimi nu se intersecteaza, fie o multime o contine pe cealalta (vezi Exercitiul ) Dacă în fig , (a) seturile imbricate sunt situate în același plan, apoi în fig (b) sunt pe aceeași linie, iar ordinea arborelui dat este, de asemenea, indicată în acest fel Schema din fig , (b) poate fi considerată un fel de formulă algebrică cu paranteze imbricate În sfârșit, în fig (c) arată un alt mod comun de a reprezenta structurile arborescente folosind indentarea (mdenta-tiori) În sine, numărul diferitelor metode de reprezentare este o mare dovadă a importanței structurilor arborescente atât în viața de zi cu zi, cât și în programare Ca urmare, orice clasificare cu o structură ierarhică are o structură arborescentă (A(B(ff)(J))(C(D)(E(G))(F))) (b) Orez Metode de reprezentare a structurilor arborelui: (a) seturi imbricate; (b) paranteze imbricate; (c) o listă indentată O formulă algebrică definește implicit o structură arborescentă, care este adesea notă prin alte mijloace, fie cu sau fără paranteze De exemplu, în fig prezintă arborele corespunzător expresiei aritmetice a - b(c/d + e/f) ( ) Conform convențiilor matematice standard, înmulțirea și împărțirea au prioritate față de adunarea și scăderea Din acest motiv, expresia de mai sus poate fi reprezentată într-o formă simplificată ( ), și nu sub forma a - (b x ((c / d) - (e / /))), în care toate părțile expresiei sunt cuprinse între paranteze Această relație dintre formule și arbori este deosebit de importantă atunci când se construiesc aplicații Orez Reprezentarea formulei ( ) sub formă de arbore Rețineți că lista indentată prezentată în Fig , (c), este foarte asemănător cu cuprinsul acestei cărți Într-adevăr, chiar și această carte în sine are o structură arborescentă De exemplu, structura arborescentă a capitolului este prezentată în Fig O caracteristică importantă de remarcat aici este că numerotarea secțiunilor din această carte este un alt mod de a reprezenta structura arborescentă Această metodă este adesea denumită notație zecimală Dewey, după o schemă de clasificare similară utilizată în biblioteci Pentru arborele prezentat în Fig , ea o va face arata asa: IN ABSENTA; , V; , , H; , , J; , C; B; E; G; F Notația zecimală Dewey poate fi aplicată oricărei păduri: rădăcina arborelui k al pădurii este dată de numărul k, iar dacă a este numărul de noduri de gradul m, copiii săi vor fi notați ca a , a , , a t Notația zecimală Dewey are multe proprietăți matematice simple și este un instrument util pentru analiza arborelui Un exemplu este ordonarea secvenţială naturală a nodurilor unui arbore arbitrar, care este similară cu ordonarea secţiunilor din această carte „De exemplu, secțiunea precede secțiunea și urmează secțiunea Există o relație destul de strânsă între notația zecimală Dewey și notația variabilă index utilizată în mod repetat mai sus Dacă F este o pădure de copaci, atunci F[l] este întregul set de subarbori ai primului arbore, F[l][ ] = F[l, ] este mulțimea de subarbori ai celui de-al doilea subarboresc din mulțime F[l], și F[l, , ] - primul set de subarbori ai primului subarboresc din mulțimea F[l, ] etc Desemnarea nodului abcd în notația zecimală Dewey corespunde nodului părinte al multimea subarborilor (F[a, , c, c?]) Această notație este o extensie a notației obișnuite de index, deoarece intervalul admisibil de valori pentru fiecare indice depinde de valorile indicilor de la nivelurile anterioare Astfel, orice matrice dreptunghiulară poate fi considerată ca un caz special al unei structuri arborescente, care este ilustrat mai jos prin exemplul unei matrice x /A[ , ] A[ , ] A[ , ] A[ , ]\ A[ ] A[ ] A[ ] A[ ] Ș \A[ , ] A[ , ] A[ , ] A[ , ]/ / G- G! -f CN GO T Tch'sChGO'* D' r-G r-G D s ~, ci,, s ~, D',,go, rA go, -G Cu toate acestea, trebuie remarcat aici că o astfel de structură arborescentă nu reflectă destul de corect structura matricei, deoarece prezintă relațiile dintre elementele din fiecare rând, dar nu există relații între elementele din fiecare coloană La rândul său, pădurea poate fi considerată ca o structură specială de listă (tist structura) Cuvântul „listă” este folosit aici într-un sens foarte specific și, pentru a sublinia acest lucru, este scris cu majuscule: „Lista” Recursiv, o Listă este definită ca o secvență finită de atomi sau Liste, al căror număr poate fi mai mare sau egal cu zero Aici, cuvântul „atom” înseamnă un concept nedefinit care se poate referi la elementele oricărei colecții de obiecte și care poate fi distins din Listă Folosind notația obișnuită cu virgulă și paranteză, puteți distinge între atomi și Liste și puteți indica rapid și ușor ordinea într-o Listă Orez Structura capitolului Luați în considerare, de exemplu, o listă cu cinci elemente L = (а, (b,a,b), ( ), с, ((( )))), ( ) în care apare mai întâi atomul a, apoi Lista (b, a, b), după Lista goală ( ), atomul c și în final Lista ((( ))) Ultima Listă constă din List(( )) care include List( ), care la rândul său include atomul Această listă corespunde următoarei structuri arborescente: i Asteriscurile sunt folosite pentru a desemna Liste, astfel încât acestea să poată fi distinse de atomi Notațiile de index pot fi folosite pentru Liste la fel ca și pentru o pădure, cum ar fi L[ ] - (b, a, b) și L[ , ] = a Nodurile Listă din diagrama ( ) nu conțin alte informații utile în afară de faptul că sunt Liste Pentru a elimina acest neajuns, ele pot fi marcate cu simboluri, așa cum sa făcut mai sus pentru copaci și alte structuri Da, desemnarea A = (a: (b, c), d: ( )) se poate potrivi cu copacul * anunț* ^s O diferență importantă între Liste și arbori este că Listele se pot suprapune (adică sublistele se pot suprapune) și chiar pot fi recursive (adică, se pot conține) De exemplu, Listă M = (A/), ( ) ca lista N = (a:M,b:M,c,N), ( ) nu corespunde nici unei structuri arborescente (În aceste exemple, literele mari indică liste, iar literele mici indică etichete și atomi ) Structurile ( ) și ( ), folosind un asterisc care denotă o Listă, pot fi reprezentate schematic după cum urmează: *[U] a*[A/] b*[A/] c [Y] ( ) II [M] [AD De fapt, Listele nu sunt atât de complicate pe cât ar părea după citirea exemplelor de mai sus În esență, sunt simple o generalizare a listelor liniare, care a fost discutată în Secțiunea , cu condiția suplimentară ca elementele Listelor liniare să poată fi variabile de legătură care indică către alte Liste liniare (și posibil către ele însele) Rezumat Patru tipuri strâns legate de structuri de informații - copaci, păduri, arbori binari și liste - au origini diferite și, prin urmare, sunt foarte importante pentru algoritmii computerizati Acest capitol prezintă diverse modalități de a reprezenta schematic aceste structuri și, de asemenea, discută unii dintre termenii și conceptele folosite atunci când lucrați cu acestea Următoarele secțiuni explorează aceste idei mai detaliat EXERCIȚII [/ de noduri Xi, Xr, ■ ■, X^, astfel încât Xi este rădăcina nodului, = X, iar Xj este părintele lui Yj+i pentru și n > (Găsiți semnificațiile acestor termeni în contextul arborilor genealogic din dicționar ) [ ] Extindeți definiția din exercițiul anterior pentru toți m > - și pentru toate numerele întregi n > -(mt- ) astfel încât pentru oricare două noduri X și Y ale arborelui să existe tipuri unice astfel încât X este m -frate-sora a nodului Y la al n-lea genunchi ► [ ] Care arbore binar nu este un arbore? [ ] Care nod (B sau ) din doi arbori binari ( ) este rădăcina? [M ] Un set de seturi nevide se numește imbricat dacă pentru o pereche dată de mulțimi X și Y, fie X C Y, fie XD Y, fie X și Y nu se intersectează (Cu alte cuvinte, intersecția lui X D) Y este fie X, fie Y, fie ) În fig (a) arată că orice arbore corespunde unui set de seturi imbricate Este adevărat invers: fiecărui astfel de set îi corespunde un arbore? ► [HM ] Să extindem definiția unui arbore pentru a include conceptul de arbore infinit luând în considerare mulțimile imbricate din exercițiul Putem defini conceptele „nivel”, „grad”, „părinte” și „copil” pentru fiecare nod al unui arbore infinit? Dați exemple de seturi imbricate de numere reale corespunzătoare unui arbore în care a) fiecare nod are un grad nenumărat și există un număr infinit de niveluri; b) există noduri cu un nivel nenumărat, c) fiecare nod are cel puțin gradul și există nenumărate multe niveluri [L J ] În ce condiții o mulțime parțial ordonată corespunde unui arbore sau pădure neordonată (Seturile parțial ordonate sunt definite în secțiunea ) [ ] Să presupunem că numărul de noduri al lui AG în notația zecimală Dewey este ai ar ak Care va fi atunci numărul de noduri de pe calea de la X la rădăcină (vezi exercițiul ) în această notație [M ] Fie S orice mulțime nevidă de elemente ai ak, unde k > și ai, ,ak sunt numere întregi pozitive Arătați că S corespunde unui arbore dacă este finit și îndeplinește următoarea condiție dacă a aparține acestei mulțimi, atunci îi aparține și a (w - ) dacă m > , sau a dacă m = (Această condiție este valabilă în mod evident pentru un arbore în notație zecimală Dewey, prin urmare, poate fi considerată ca o altă definiție a structurii arborelui metodă) ► [ ] Veniți cu o notație pentru nodurile unui arbore binar, similară cu notația zecimală Dewey pentru nodurile arborilor [ ] Desenați circuite similare cu cele din Figura care corespund următoarelor expresii aritmetice (a) (a - b/c), (b) a + b + c [ ] Dacă structura prezentată în Figura este privită ca o pădure F, atunci care nod va corespunde nodului părinte al setului de subarbori (F[l , ])? [ ] Ce elemente din Lista ( ) corespund denumirilor A[ , ] și Ă[ I] [ ] Creați o schemă Listă similară cu schema ( ) pentru Lista L = (a, ( D)) Care elemente din această Listă corespund denumirilor £[ ] și £[ , ] ► [M ] Fie un arbore - să desemneze un arbore în care fiecare nod nu are descendenți sau are doi copii (în mod formal, un arbore - constă dintr-un nod - rădăcina, plus sau disjuncți - - arbori) Arătați că fiecare arbore - are un număr impar de noduri și stabiliți o corespondență unu-la-unu între arbori binari cu n noduri și - arbori (ordonați) cu n + noduri [M ] Dacă un arbore are n noduri de gradul , n noduri de gradul și n noduri de gradul m, câte noduri de frunze are? ► [ ] Formate standard de pagină utilizate în Europa AO, Al, A , , An, sunt dreptunghiuri cu un raport de aspect de \/ kіi cu o suprafață de \u b\u b n metri pătrați Prin urmare, atunci când tăiem în jumătate de pagină de format An, obținem două pagini de format A (n + ) Utilizând acest principiu , creați o reprezentare grafică a arborilor binari și ilustrați această idee folosind exemplul structurii -( ) din secțiunea următoare Traversarea arborilor binari Înainte de a continua studiul arborilor, este necesar să se ia în considerare cu atenție proprietățile arborilor binari, deoarece arborii de tip general sunt de obicei reprezentați în interiorul unui computer sub forma unui arbore binar echivalent Un arbore binar este definit mai sus ca un set finit de noduri care pot fi fie goale, fie constau dintr-o rădăcină împreună cu alte două binare copaci Această definiție sugerează un mod natural de reprezentare a arborilor binari într-un computer: fiecare nod are o legătură LLINK și RLINK și o variabilă de legătură T, care este un pointer către arbore Dacă arborele este gol, atunci T = A; în caz contrar, T este adresa nodului rădăcină al acestui arbore, iar LLINK(T), RLINK(T) sunt pointeri către subarborele din stânga și respectiv din dreapta acestei rădăcini Aceste reguli definesc recursiv reprezentarea în memorie a oricărui arbore binar De exemplu, un copac (unu) poate fi reprezentat astfel: Aceasta este o reprezentare simplă și naturală a unui arbore în memoria computerului și explică importanța specială a structurilor arborelui binar După cum se arată în secțiunea , arborii de tip general sunt reprezentați foarte convenabil ca arbori binari Mai mult, mulți arbori de aplicații sunt ei înșiși binari, deci prezintă un interes deosebit Există destul de mulți algoritmi pentru lucrul cu structuri de arbore, în care conceptul de traversare (traversmg) a unui copac sau „trecere” printr-un copac este cel mai des întâlnit Cu această metodă de explorare a arborelui, fiecare nod este vizitat exact o dată, iar o parcurgere completă a arborelui specifică o ordonare liniară a nodurilor, ceea ce ne permite să simplificăm algoritmul, deoarece putem folosi conceptul de „următorul” nod , adică nodul care este situat înaintea acestui nod în această ordine sau după el Pentru a parcurge un arbore binar, se poate folosi una dintre cele trei moduri fundamental diferite: în ordine directă (precomandă), în ordine centrată (morder) sau în ordine inversă (postorder) Aceste trei metode sunt definite recursiv Dacă arborele binar este gol, atunci nu trebuie făcut nimic pentru a-l „traversa”, în caz contrar, traversarea se realizează în trei etape Ordine de traversare directă Ordine de traversare centrată Ajunge la rădăcină Traversează subarborele din stânga Traversați subarborele din stânga Ajungeți la rădăcină Traversați subarborele din dreapta Traversați subarborele din dreapta Ordinea de traversare inversă Traversați subarborele din stânga Traversați subarborele din dreapta Ajunge la rădăcină Dacă aplicăm aceste definiții arborelui binar ( ) și ( ), atunci cu ordinea directă de parcurgere a nodurilor obținem succesiunea A B D C E GF H J ( ) (Rădăcina A vine mai întâi, apoi subarborele din stânga în ordine directă, și, în final, subarborele drept în ordine directă ) Cu o ordine de traversare centrată, rădăcina este vizitată după parcurgerea nodurilor unuia dintre arbori, exact ca și cum nodurile arborelui ar fi „proiectate” pe o linie orizontală pentru a forma secvența DBAEGCEFJ ( ) În mod similar, ordinea de traversare inversă permite obținerea secvenței DBGEHJFC A ( ) După cum va fi arătat mai jos, aceste trei moduri de ordonare a nodurilor unui arbore binar ca o secvență liniară sunt extrem de importante, deoarece sunt strâns legate de majoritatea metodelor de procesare a arborelui computerizat Numele înainte, centrat și invers derivă, desigur, din poziția rădăcinii în raport cu subarborele În multe aplicații ale arborilor binari, conceptele de subarbori stânga și dreapta sunt perfect simetrice, iar în astfel de cazuri termenul de ordine simetrică este folosit ca sinonim pentru ordinea centrată Ordinea centrată, cu rădăcina în mijloc, formează o simetrie în jurul părților din stânga și din dreapta: atunci când un arbore binar este reflectat în jurul axei verticale, se obține o simplă inversare a ordinii simetrice Pentru aplicarea în calculele computerizate, definițiile recursive ale celor trei modalități principale de parcurgere propuse mai sus vor trebui formulate oarecum diferit Cele mai comune metode pentru o astfel de reformulare sunt discutate în Capitolul De obicei, se folosește o stivă auxiliară pentru aceasta, de exemplu, ca în algoritmul prezentat mai jos P "-LLINK(P) Orez Algoritmul T pentru bypass simetric Algoritmul T (Parcurgerea arborelui într-o ordine simetrică) Fie T un pointer către un arbore binar cu reprezentarea ( ) Apoi, în acest algoritm (Fig ) toate nodurile arborelui binar sunt parcurse într-o ordine simetrică cu ajutorul unei stive auxiliare A TI [Inițializare] Goliți stiva A și setați variabila de legare P T T [R=L?] Dacă R=L, mergeți la pasul T TK [Stiva , această procedură din pașii T -T va parcurge arborele binar într-o ordine simetrică și apoi reveniți la pasul T cu stiva A revenită la starea sa inițială A[ ] A[t] Pentru n = această afirmație este valabilă în mod evident ca o consecință a pasului T Dacă n > , fie Po valoarea indicatorului P la începutul pasului T Deoarece Pq / L, vom efectua pasul TK, care pentru stiva A înseamnă schimbarea lui într-o stare nouă cu elementele A[ ] A[m]Po, iar P este egal cu LLINK(Pq) Acum subarborele din stânga are mai puțin de n noduri, așa că prin inducție parcurgem subarborele din stânga într-o ordine simetrică și trecem la pasul T cu o stivă al cărui conținut este egal cu A [ ] A [mp] Pq La pasul T , stiva revine la starea sa inițială A[ ] A[m] și P Pq La pasul T , nodul NODE(Pg) este parcurs și P RLINK(Pq) este setat Acum subarborele din dreapta are mai puțin de n noduri și prin inducție parcurgem subarborele din dreapta într-o ordine simetrică cu trecerea la pasul T Astfel, întregul arbore este parcurs într-o ordine simetrică conform definiției acestei ordine Dovada este completă Un algoritm aproape identic poate fi formulat pentru parcurgerea arborilor binari în ordine directă (vezi exercițiul ) Algoritmul de traversare în ordine inversă (vezi exercițiul ) pare ceva mai complicat și, prin urmare, această ordine nu contează la fel de mult ca celelalte două Pentru a specifica nodurile succesoare și nodurile predecesoare în algoritmii de traversare a arborilor binari, este convenabil să folosiți următoarea notație Dacă P indică un nod dintr-un arbore binar, atunci P* este adresa nodului-follower NODE(P) la ocolire în ordine directă; P$ - adresa nod-follower NODE(P) atunci când este ocolită într-o ordine simetrică; P" este adresa nodului succesor NODE(P) când parcurgeți în ordine inversă; ( ) *Р este adresa nodului predecesor NODE(P) în traversare directă; $P este adresa nodului predecesor NODE(P) atunci când este ocolit într-o ordine simetrică; JP este adresa nodului predecesor NODE(P) când parcurgeți în ordine inversă Dacă nodul NODE(P) nu are noduri predecesoare și noduri succesoare, atunci se utilizează de obicei notația LOC(T), unde T este un pointer extern către acest arbore Astfel, obținem *(P*) = (*P)* = P, $(P$) = ($P)$ = P și #(Pj) = (dP)d = P Ca exemplu de utilizare dintre aceste notații presupune că INFO(P) este litera afișată în nodul NODE(P) al arborelui ( ) Atunci, dacă P indică către rădăcina sa, obținem INFO(P) = A, INF (P*) = B, INFO(P$) = E, INF ($P) = B, INF (dP) = C și Pe = *P = LOC(T) Aici cititorul poate avea un sentiment de incertitudine cu privire la corectitudinea valorilor date ale lui P *, P $ etc Cu toate acestea, pe măsură ce studiază materiale suplimentare, acestea vor deveni mai înțelese, în special, este util să efectuați exerciții la sfârșitul secțiunii Simbolul din denumirea „P $” reprezintă litera S în ortografia engleză a termenului „ordine simetrică” Există un alt mod alternativ de reprezentare a arborilor binari ( ) în memoria computerului, care diferă de metoda anterioară în același mod în care listele ciclice diferă de listele liniare orientate individual Rețineți că arborele ( ) conține mai multe legături goale decât toate celelalte; și într-adevăr, acest lucru este valabil pentru orice arbore reprezentat folosind metoda obișnuită (vezi exercițiul ) De fapt, cu greu merită din cauza acestui spațiu de memorie atât de irosit În schimb, s-ar putea stoca, de exemplu, în fiecare nod un „semn” (etichetă) pe doi biți că nodul conține fie un LLINK gol, fie un LLINK (sau RLINK), fie ambele goale, fie ambele legături nevide În acest caz, spațiul de memorie eliberat, care a fost folosit anterior pentru conexiunile finale, poate fi utilizat în alte scopuri O modalitate ingenioasă de a folosi memoria cu moderație a fost propusă de A J Perlis și C Thornton, care au venit cu o metodă pentru o reprezentare în fir a unui arbore binar În această metodă, legăturile de capăt sunt înlocuite cu „fire” (fire) care sunt conectate la alte părți ale arborelui pentru a simplifica traversarea acestuia Arborele cusut, care este echivalent cu arborele( ), arată astfel: Aici, linia punctată denotă „fire”, care sunt întotdeauna direcționate către un nod superior al arborelui Fiecare nod are acum două legături: unele noduri, cum ar fi C, au două legături normale către subarborele din stânga și din dreapta, alte noduri, cum ar fi H, au două legături sub formă de fir, iar altele au o legătură de fiecare tip Firele speciale care ies din nodurile D și J vor fi discutate mai jos Ele apar la nodurile din stânga și din dreapta Pentru a reprezenta un arbore binar cusut în memorie, este necesar să se introducă notație, astfel încât legăturile punctate și solide să poată fi distinse Acest lucru se poate face, așa cum sa sugerat mai sus, cu două câmpuri suplimentare de un bit la fiecare nod, LTAG și RTAG Apoi, reprezentarea cusută poate fi definită, de exemplu, după cum urmează Vedere regulată LLINK(R) = L LLINK(R) = Q/L RLINK(R) - L RLINK(R) = Q/L Vedere cusută LTAG(P) = , LLINK(P) = $P LTAG(P)= , LLINK(P)=Q RTAG(P) = , RLINK(P) = Ps RTAG(P) = O, RLINK(P) = Q Orez Orientarea generală a conexiunilor la stânga și la dreapta - fire într-un arbore binar cusut Liniile ondulate reprezintă legături către alte părți ale arborelui (sau fire care conduc la acestea) Arbitrar la Conform acestei definiții, fiecare legătură nouă de fir indică direct către nodul predecesor sau nodul succesor al unui anumit nod într-o ordine simetrică dată Pe fig arată orientarea generală a legăturilor de fir în orice arbore binar În unii algoritmi, este garantat că rădăcina oricărui subarbore este întotdeauna localizată în celulele de memorie care se află în memorie sub celelalte noduri ale acestui subarbore În acest caz, LTAG(P) va fi egal cu dacă și numai dacă LLINK(P) , , arborele binar este format din rădăcina gii și alte noduri Dacă /(ni) - , atunci fie subarborele din stânga, fie subarborele din dreapta este gol, deci această condiție este în mod evident adevărată prin inducție Dacă /(ni) = , să presupunem că subarborele din stânga conține m noduri; în continuare, folosind metoda inducției, obținem f(ui) -Н/(u)> pentru , atunci din definiția ordinii directe rezultă că u și uț sunt rădăcinile corespunzătoare ale acestor arbori și există ), ce u , ■ ■, wn + și u , , u'n,+ sunt subarbori din stânga arborilor T și T'; u'n,+ , ,un și u'n,+ , ,u'n sunt subarborele drepte ale arborilor T și T' Demonstrarea acestei teoreme poate fi completată prin inducție, dacă arătăm că nt = n[ În acest caz, sunt posibile trei astfel de cazuri: dacă Z(ui) = , atunci nt = dacă Z(uj) = , r(ui) = , atunci n, = n - = n't; dacă Z(ui) = r(ui) = , atunci, prin lema P, se poate găsi cel mai mic k > astfel încât f(ui) ∩ F f(uk) - ; și apoi nt = k - = n't (vezi ( )) | Ca o consecință a teoremei A, verificarea echivalenței sau asemănării a doi arbori binari cusuți se poate face pur și simplu parcurgându-i direct și verificând câmpurile INF și TAG Câteva extensii interesante ale teoremei A au fost obținute de A Ya Blikl [A J Blikle, Bull de l'Acad Polonaise des Sciences, Serie des Sciences Math , Astr , Phys , ( ), - ] El a considerat o clasă infinită de posibile ordine de traversare, dintre care doar șase (inclusiv ordinea de traversare directă) erau numite fără adresă datorită proprietăților lor simple Încheiem această secțiune cu o descriere a unui algoritm tipic de arbore binar care copiază un arbore binar în alte locații de memorie Algoritmul C (Copiarea unui arbore binar) Fie HEAD adresa antetului listei de arbore binar T; astfel T este subarborele din stânga al HEAD și LLINK(HEAD) este adresa acestuia Fie NODE(U) un nod cu un subarboresc din stânga gol Acest algoritm copiază T, iar copia devine subarborele din stânga al NODE(U) În special, dacă nodul NODE(U) este capul unei liste a unui arbore binar gol, algoritmul transformă arborele gol într-o copie a arborelui T Сі [Inițializare ] Setați P - T', fie T este echivalent cu T') pe baza relației definite în Ex , presupunând că ambii arbori binari sunt dreptaci Să presupunem că fiecare nod are câmpuri LLINK, RLINK, RTAG, INFO și nu se utilizează nicio stivă auxiliară [ ] Va fi copia arborelui binar produs de algoritmul C echivalent sau similar cu arborele original? [M ] Oferiți cea mai riguroasă dovadă a validității algoritmului C ► [ ] Propuneți un algoritm pentru coaserea unui copac necusut, care, de exemplu, transformă ( ) în ( ) Cometariu Ori de câte ori este posibil, utilizați notații precum P* și P$ în loc să repetați pașii algoritmilor de traversare precum algoritmul T [ ] Sugerați un algoritm care „șterge” un arbore binar pentru dreapta Trebuie să returneze toate nodurile arborelui, cu excepția capului listei, la lista de celule libere AVAIL, cu capul listei corespunzător unui arbore binar gol Să presupunem că nodul are câmpurile LLINK, RLINK, RTAG, iar stiva auxiliară nu este utilizată [ ] Să presupunem că fiecare nod al unui arbore binar are patru câmpuri de legătură: LLINK și RLINK, care indică subarborele din stânga și din dreapta, sau L, ca într-un arbore nelegat, și SUC și PRED, care indică predecesorul nodului și succesor într-o manieră simetrică (Deci SUC(P) = P$ și PRED(P) = $P Un astfel de arbore conține mai multe informații decât un arbore cusut ) Creați un algoritm ca algoritmul I pentru a introduce într-un astfel de arbore ► [ ] Există mai multe moduri de a cusă lemnul! Luați în considerare următoarea vizualizare folosind cele trei câmpuri LTAG, LLINK, RLINK din fiecare nod: LTAG(P): definit în același mod ca și în arborele binar cusut; LLINK(P): întotdeauna egal cu P*; RLINK(P): definit în același mod ca într-un arbore binar nelegat Discutați algoritmii de inserare pentru o astfel de reprezentare și propuneți un algoritm de copiere (adică algoritmul C) pentru această reprezentare cu o descriere detaliată [ ] Fie P să indice un nod dintr-un arbore binar și HEAD către capul unei liste dintr-un arbore binar gol Sugerați un algoritm care (i) elimină NODE(P) și toți subarborii săi din orice arbore și (ii) unește NODE(P) și subarborele său cu NODE(HEAD) Să presupunem că toți arborii binari luați în considerare sunt legați la dreapta cu câmpurile LLINK, RTAG, RLINK la fiecare nod [^ ] Definiți un depeea triplu (arbore temăr) (sau, mai general, un arbore t-ary pentru arbitrar t > ) similar cu definiția unui arbore binar și explorați posibilitatea generalizării la t-ary arborează rezultatele obținute în această secțiune și în exercițiile de după aceasta [M ] În exercițiu - arată că ordinea lexicografică extinde ordonarea completă a mulţimii S la ordonarea completă a mulţimilor de n elemente ale mulţimii S În ex arată că o ordonare liniară a datelor la nodurile arborelui poate fi extinsă la o ordonare liniară a arborilor bazată pe o definiție similară Dacă relația - , atunci rădăcina lui B(F) este rădăcina lui (Ti); B(Tc,Ti , • • • Tim) este subarborele din stânga arborelui B(F), unde Tp,Ti , ,Tim sunt subarborele rădăcinii (Ti); B(T , , Tn) este subarborele din dreapta arborelui B(F) Aceste reguli definesc strict reducerea schemei ( ) la schema ( ) Uneori este convenabil să reprezentați schema unui arbore binar în forma ( ), fără a vă întoarce cu ° Apoi arborele binar cu filet corespunzător formei ( ) va arăta astfel: (Comparați cu Fig , rotită cu ° ) Rețineți că conexiunile filetate din dreapta merg de la copilul cel mai din dreapta al familiei la părintele acesteia Conexiunile filetelor din stânga nu au o interpretare atât de naturală din cauza lipsei de simetrie între părțile stânga și dreaptă Ideile de traversare introduse în secțiunea anterioară pot fi acum aplicate unei păduri (adică copaci) Deși aici nu există o analogie simplă a ordinii de parcurgere simetrică din cauza lipsei unui loc evident pentru inserarea rădăcinii printre succesorii ei, ordinea directă și cea inversă pot fi transferate în cel mai evident mod Având în vedere o pădure negoală, aceste două traversări de bază pot fi definite așa cum se arată mai jos Bypass în ordine directă Vizitați rădăcina primului copac Traversați subcopacii primului copac Traversați copacii rămași Ocolire în sens invers Traversați subarborele primului copac Vizitați rădăcina primului copac Treceți copacii rămași Pentru a înțelege semnificația acestor două traversări, luați în considerare următoarea notație pentru o structură arborescentă bazată pe paranteze imbricate: (A{B,C(/C)), D(E(H), F(J), G)) (cinci) Corespunde pădurii ( ) În acest caz, arborele este mai întâi reprezentat printr-un simbol de la rădăcina sa și apoi este dată o reprezentare a subarborilor săi Ca rezultat, reprezentarea unei păduri negoale este o listă între paranteze a reprezentărilor arborelui acesteia, separate prin virgule Dacă traversarea este ( ) în ordine directă, atunci nodurile sunt vizitate în secvența ABCKDEHFJG, care este identică cu notația ( ), dar fără paranteze și virgule Ordinea directă este modalitatea naturală de a enumera nodurile unui arbore: rădăcina este listată prima, urmată de copiii săi Dacă structura arborescentă este reprezentată prin linii indentate, ca în Fig , (c), apoi liniile sunt aranjate în ordine directă În această carte, secțiunile sunt numerotate în ordine directă (vezi Figura ) Astfel, de exemplu, secțiunea este urmată de secțiunea , iar apoi secțiunile , , , , , , , etc d Este interesant de observat că ordinea directă este conceptul onorat de timp al ordinii dinastice La moartea unui rege, duce sau conte, titlul respectiv trece primului fiu (adică cel mai mare), apoi moștenitorilor primului fiu și, dacă nu există, celorlalți fii ai familiei în aceeași ordine (În Anglia, titlul poate trece fiicei exact în același mod, dar ego-ul este posibil numai după moartea (sau absența) tuturor fiilor ) Teoretic, ordinea de clan a tuturor nodurilor de nume de familie aristocratice ar putea fi rescrisă în ordine directă Apoi, luând în considerare doar reprezentanții în viață ai acestor familii, se poate obține ordinea de succesiune la tron (cu excepția celor care sunt lipsiți de acest drept în temeiul legii abdicarii) În ordine inversă, nodurile ( ) au secvența BKCAHEJFGD Este similar cu ordinea directă, dar folosind notația din paranteze, ((B, (/ODE, ((H)E, (J)F, G)D), ( ) fiecare nod este plasat după copiii săi, nu înaintea lor Definițiile traversării înainte și înapoi sunt în acord cu corespondența naturală a arborilor și arborilor binari, deoarece subarborele primului arbore corespund subarborelui binar din stânga, iar arborii rămași corespund arborelui binar din dreapta Comparând aceste definiții cu definițiile corespunzătoare de la p , constatăm că parcurgerea pădurii în ordine directă se realizează exact ca traversarea arborelui binar corespunzător în ordine directă Parcurgerea unui arbore în ordine inversă se realizează în același mod ca și traversarea arborelui binar corespunzător în ordine simetrică Prin urmare, algoritmii discutați în secțiunea pot fi utilizați fără modificări (Rețineți că ordinea inversă de parcurgere a copacilor corespunde simetrică, nu ordinea inversă a traversării arborilor binari Și acest lucru poate fi considerat norocos într-o anumită măsură, deoarece, așa cum se arată mai sus, este destul de dificil să traversați arbori binari în ordine inversă ) Datorită acestei echivalenţe mai târziu vom folosi notaţia P$ pentru succesorul nodului P când ordine inversă de traversare a arborelui; în același timp, acest simbol denotă succesorul nodului P în ordinea simetrică de parcurgere a arborelui binar Ca exemplu de utilizare a acestor metode pentru rezolvarea problemelor practice, luați în considerare câteva operații cu formule algebrice Astfel de formule sunt cel mai bine reprezentate ca structuri arborescente, mai degrabă decât ca configurații de simbol unidimensionale sau bidimensionale și nici măcar ca arbori binari De exemplu, formula y \u d n (x + ) - a / x poate fi reprezentată ca un arbore în acest fel Partea stângă a figurii arată un arbore tipic similar cu cel prezentat în Fig , în care operatorii binari +, -, x, / și ț (ultimul caracter reprezintă exponențiație) au fiecare câte doi subarbori corespunzători operanzilor lor Operatorul unar In are un subarbore, iar variabilele și constantele sunt noduri frunză Partea dreaptă a figurii arată un arbore binar echivalent alăturat la dreapta, inclusiv un nod suplimentar y, care este capul listei acestui arbore Titlul listei are forma reprezentată de condițiile ( ) Este important de reținut că, deși arborele afișat în partea stângă a ( ) arată foarte asemănător cu un arbore binar, aici este tratat ca un arbore obișnuit și este prezentat ca un arbore binar complet diferit de cel afișat în partea dreaptă din ( ) Programele pentru efectuarea de operații algebrice ar putea fi create direct pe baza arborilor binari, adică pe baza așa-numitului cod cu trei adrese (codul cu trei adrese) pentru reprezentarea formulelor algebrice Cu toate acestea, în practică, atunci când se utilizează reprezentarea arborescentă a formulelor algebrice, se aplică unele simplificări, similare reprezentărilor ( ), deoarece este mai ușor să parcurgeți arborele în ordine inversă într-un arbore obișnuit La traversarea nodurilor arborelui din partea stângă a ( ), obținem — x n + a:l/aț : pentru comandă directă; (opt) xl + lnxaa; t/ pentru ordinea inversă (nouă) Expresiile algebrice precum ( ) și ( ) sunt foarte importante și se numesc notație poloneză, deoarece în forma ( ) a fost folosită pentru prima dată folosit de logicianul polonez Jan Lukasiewicz Expresia ( ) este o notație de prefix (notație de prefix) a formulei ( ), iar expresia ( ) este notația sa de postfix (notație de postfix) În capitolele următoare, această notație va fi discutată mai detaliat, dar aici observăm doar că notația poloneză este direct legată de principalele metode de traversare a arborilor Să presupunem că nodurile din structurile arborescente utilizate pentru a reprezenta formulele algebrice sunt după cum urmează în programele pentru calculatorul MIX: RTAG RLINK TIP LLINK INFO Aici, câmpurile RLINK și LLINK au valoarea lor normală, iar valoarea câmpului RTAG este negativă pentru legăturile de fir (corespunzător cu RTAG = în expresiile algoritmului) Câmpul TYPE este folosit pentru a diferenția între noduri de diferite tipuri De exemplu, TYPE = înseamnă că nodul reprezintă o constantă și câmpul INF conține valoarea acesteia; TYPE = înseamnă că nodul reprezintă o variabilă, iar câmpul INF conține numele său de cinci caractere; TYPE > înseamnă că nodul reprezintă un operator, iar câmpul INF conține numele simbolic al acestui operator, adică valorile TYPE = , , , sunt folosite pentru a desemna operatorii +, -, x , /, etc Aici ne interesează cel mai puțin întrebarea cum este reprezentată structura arborescentă în memoria computerului, deoarece acest subiect este analizat în detaliu în Capitolul Să presupunem doar că arborele este deja localizat în memoria computerului și vom amâna toate întrebările legate de operațiunile de intrare și de ieșire Luați în considerare un exemplu clasic de efectuare a transformărilor algebrice, și anume, găsirea derivatei unei expresii în funcție de x Programele de diferențiere algebrică, apărute încă din , au fost printre primele programe pentru calcule simbolice Prin exemplul procesului de diferențiere pot fi ilustrate multe metode de transformări algebrice; în plus, are o mare importanță practică pentru efectuarea de calcule teoretice în diverse domenii ale științei și tehnologiei Cititorii care nu sunt familiarizați cu elementele de bază ale matematicii computaționale pot vedea această problemă ca un exercițiu abstract de transformări algebrice, care sunt definite de următoarele reguli D(x) = ( ) D(a) = , unde a este o constantă sau variabilă x ( ) D(lnu) = D(u)/u, unde u este orice formulă ( ) D(~u) = -D(u) ( ) D(u + v) = D(u) + D(v) ( ) D(u - v) = D(u) - D(v) ( ) D(uxv) - D(u) xv + ux D(v) ( ) D(u / u) = D(u)/v - (ux D(v))/(v ț ) ( ) D(u ț v) — D(u) x (v & (u ț (v — ))) + ((In u) x D(y)) x (u ț r) ( ) Aceste reguli fac posibilă estimarea derivatei D(y) pentru orice formulă y constând din operatorii enumerați mai sus Semnul ” din regula ( ) este un operator unar, care este diferit de operatorul binar ” din ( ) În cele ce urmează, notația „neg” va fi folosită pentru a desemna negația unară la nodurile arborelui Din păcate, regulile ( )–( ) nu sunt suficiente, deoarece, după aplicarea orbește, la o formulă foarte simplă y \u d n (m + ) - a / x , obținem rezultatul corect, dar complet incomod pentru lucrări ulterioare: D(y) = • n(x + ) + (( + )/(x + )) - ( /t - (a( ( t - ) + ((Іpt) • )t ))/(t ) ) (douăzeci) Pentru a reduce numărul de operații inutile în acest rezultat, este necesar să se prevadă cazuri speciale de adunare cu zero, înmulțire cu zero, înmulțire cu unu și ridicare la puterea „unu” Astfel, expresia ( ) poate fi redusă la forma Schu) - ( / (x + )) - ((-(" ( x))) / (x ) ) ( ) Acum a devenit mai vizual, dar încă nu este perfect De fapt, conceptul unei forme satisfăcătoare a rezultatului transformărilor matematice nu este foarte bine definit, deoarece diferiți matematicieni preferă moduri diferite de reprezentare a formulelor finale Cu toate acestea, este clar că formula ( ) nu este atât de simplă pe cât ar putea fi Pentru a-l prezenta într-o formă mai acceptabilă, este necesar să se dezvolte programe speciale de simplificare a expresiilor algebrice (vezi Exercițiul ), care să permită reducerea formulei ( ), de exemplu, la forma P(r/) = (m + )- + ax~ ( ) Aici ne limităm la descrierea programelor care pot fi utilizate pentru a obține rezultatul sub forma formulei ( ) mai degrabă decât ( ) La compilarea unui astfel de algoritm, vom fi interesați în primul rând de detaliile implementării acestui proces în interiorul computerului Multe limbaje de nivel înalt și programe speciale care sunt disponibile pentru majoritatea tipurilor de computere oferă instrumente speciale încorporate pentru a simplifica astfel de transformări algebrice Cu toate acestea, scopul acestui exemplu este de a vă oferi experiență cu operațiunile de bază ale arborelui Ideea principală a unui astfel de algoritm este de a parcurge arborele în ordine inversă, calculând derivata fiecărui nod vizitat până când este calculată derivata întregii expresii Folosirea traversării inverse înseamnă că nodul operator (de exemplu „+”) este vizitat după ce operanzii săi au fost diferențiați Regulile ( )-( ) implică faptul că fiecare formulă subordonată a formulei inițiale va fi mai devreme sau mai târziu diferențiată; și prin urmare diferențierea poate fi efectuată în ordinea inversă a parcurgerii arborelui Când lucrați cu un arbore dreptaci, nu mai este necesar să folosiți stiva în timpul execuției acestui algoritm Pe de altă parte, dezavantajul unei astfel de reprezentări a unui arbore este că este necesar să se facă copii ale subarborilor De exemplu, regula pentru D{u ț ѵ) ar trebui să copieze u și ѵ de trei ori, în timp ce în loc de un arbore s-ar putea folosi reprezentarea Listă din secțiunea și să evite o astfel de copiere Algoritmul D {Diferențiere) Dacă Y este adresa antetului listei care indică formula prezentată în forma descrisă mai sus și DY este adresa antetului listei pentru un arbore gol, atunci ca rezultat al executării acestui algoritm, NODE(DY) va indică un arbore reprezentând derivata lui Y prin X D [Inițializare] Setați Ph h la Y$ (și anume primul nod al arborelui în ordine inversă, care este primul nod al arborelui binar corespunzător în ordine simetrică) D [Diferențiere ] Setați P h- LLINK(P) și dacă P L, setați și Q h - RLINK(Pl) Apoi executați programul DIFF[TYPE(P)] descris mai jos (Programele DIFF[O] DIFF[ ] etc calculează derivata unui arbore înrădăcinat la P și setează variabila indicator Q la adresa rădăcinii acelei derivate Pentru a simplifica specificarea programelor DIFF, variabilele P și Q trebuie mai întâi setat ) D [Reconectare ] Dacă TYPE(P) indică un operator binar, setați RLINK(Pl) h la P (Explicația este dată mai jos când descrieți următorul pas ) D [Avansați la P$ ] Setați P h - R, R h - R$ Acum, dacă RTAG(P ) = (adică, dacă NODE(P ) are un frate în dreapta), setați RLINK(P ) la Q (Aici se află esența acestui algoritm: structura arborelui Y este distrus temporar pentru a salva conexiunea la derivatul P pentru utilizare ulterioară Conexiunea lipsă va fi restabilită mai târziu în pasul D O descriere mai detaliată a acestui truc este dată în exercițiul ) D [Călătorie finalizată?] Dacă P Y, reveniți la pasul D În caz contrar, setați LLINK(DY) P-Q și RLINK(Q) P-DY, RTAG(Q) P- Programul descris în Algoritmul D este un program general de operații de diferențiere efectuate direct de programele DIFF[ ], DIFF[ ] care sunt numite în pasul D În multe privințe, algoritmul D seamănă cu programul de control al sistemului interpretativ (sau compilatorul) discutat în Secțiunea , dar traversează mai degrabă un arbore decât o simplă secvență de instrucțiuni Pentru a finaliza algoritmul D, este necesar să se definească programe care realizează direct diferențierea Mai mult, afirmația „P indică către un arbore” va însemna că nodul NODE(P) este rădăcina arborelui, care este stocat în memoria computerului ca un arbore binar pentru dreapta, deși ambii pointeri RLINK(P) și RTAG (P) își pierd sensul atunci când lucrează cu un astfel de arbore Să folosim funcția de construcție a copacului care vă permite să creați copaci noi prin îmbinarea copacilor mai mici Fie x să desemneze un nod de un anumit tip care conține o constantă, o variabilă sau un operator și fie U și V să desemneze pointeri către arbori În acest caz TREE(t, u, v) formează un nou arbore cu rădăcina x și sub arborii u și v ai acelei rădăcini: V, RTAG(U) N-O, RLINK(V) h-W, RTAG(V) N- ; TREE(t, U) formează în mod similar un nou arbore cu un singur subarbore: W W L Z, ii) X A Y > Z dacă și numai dacă X > Z și Y > Z\ iii) X > Y VZ dacă și numai dacă X >; Y și X > Z\ iv) x > Y L Z dacă și numai dacă x > Y sau x > Z, unde x este o variabilă; v) XVY > z dacă și numai dacă X > z sau Y >; z, unde z este o variabilă, vi) x > y dacă și numai dacă x = y, unde x și y sunt variabile De exemplu, găsim un L (b V c) >; (a L b) V (a L c) a L (b V c) Creați un algoritm care poate fi utilizat pentru a determina dacă relația X >; Y pentru două formule date X și Y într-o rețea liberă ► [M ] Demonstrați că dacă și și v sunt noduri de pădure, atunci nodul și este un strămoș al nodului v dacă și numai dacă și se află în fața lui v în ordine directă și este în spatele lui v în ordine inversă [ ] Algoritmul D guvernează procesul de diferențiere a expresiilor cu operatori binari, unari și nulari, care pot fi reprezentați prin arbori cu noduri de grade , și Dar nu specifică în mod explicit modul în care operatorii și operatorii ternari cu grad superior (De exemplu, Exercițiul presupune că adunarea și înmulțirea sunt efectuate pe orice număr de operanzi ) Puteți sugera o modalitate suficient de simplă de a extinde algoritmul D, astfel încât să poată fi folosit pentru a diferenția expresii cu operatori ale căror noduri au grade mai mari decât ? ► [A/ ] Să presupunem că un arbore T poate fi inserat într-un arbore T’, care este notat ca Г С Г', dacă există o mapare unu-la-unu f a nodurilor arborelui T la nodurile arborelui T', care păstrează ordinea directă și inversă (Cu alte cuvinte, u precede v în ordinea traversării directe a arborelui T dacă și numai dacă nodul f(u) precede nodul /(r) în ordinea traversării directe a nodurilor arborelui T', iar același lucru este valabil și pentru ordinea inversă a traversării (Fig ) ) Orez Un exemplu de un arbore introdus în altul Dacă T are mai multe noduri, să presupunem că v(t) este subarborele cel mai din stânga al rădăcinii lui T, iar m(T) este restul lui T, adică arborele T fără vt) Demonstrați că T poate fi inserat într-un arbore T' dacă (i) T are un singur nod sau (ii) ambii arbori T și T" au mai mult de un nod și fie T C (T') fie T C r( T') , sau (/(T) ⊂ CT') și r(T) ⊂ r(T')) Este inversul adevărat? Alte reprezentări ale arborilor Pe lângă metoda LLINK-RLINK (copil stâng - frate drept) descrisă în secțiunea anterioară, există multe alte modalități de a reprezenta structurile arborescente Ca de obicei, metoda cea mai potrivită depinde în mare măsură de tipul de operațiuni efectuate asupra acestor arbori Această secțiune discută câteva metode de reprezentare a arborilor care s-au dovedit a fi utile în practică Mai întâi, să ne uităm la metodele de alocare secvenţială a memoriei Ca și în cazul listelor liniare, această metodă de distribuție este cea mai convenabilă pentru o reprezentare compactă a unei structuri arborescente, a cărei dimensiune și formă nu suferă modificări dinamice semnificative în timpul execuției programului Există multe situații în care este necesar să se utilizeze tabele de date permanente cu o structură arborescentă pentru a organiza legăturile în cadrul unui program Iar forma necesară a acestor arbori în memoria computerului depinde de metoda de accesare a datelor din acest tabel Cel mai popular tip de reprezentare secvențială a copacilor (și pădurilor) corespunde eliminării câmpurilor LLINK și utilizării metodei de adresare secvențială Luați în considerare, de exemplu, următoarea pădure care a fost deja menționat în secțiunea anterioară: (A(B,C(F)),D(E(H),F(J),( )) ( ) Când se utilizează reprezentarea secvențială precomanda, nodurile sunt aranjate în ordine directă cu câmpurile INFO, RLINK și LTAG în fiecare nod: RLINK INFORMAȚII LTAG ( ) Aici, legăturile RLINK nevide sunt indicate prin săgeți, iar LTAG = (pentru nodurile finale) prin simbolul „J” Legăturile LLINK nu sunt necesare deoarece sunt fie goale, fie indică următorul obiect din secvență Va fi util pentru cititor să compare ( ) cu ( ) Această reprezentare are mai multe proprietăți interesante simultan În primul rând, toți subarborele unui nod sunt localizați imediat după nodul însuși și, prin urmare, toți subcopacii din pădurea originală sunt în blocuri consecutive [Comparați acest lucru cu reprezentarea „parantezelor imbricate” din ( ) și Fig , (b) ] În al doilea rând, observați că săgețile de legătură RLINK din diagrama ( ) nu se încrucișează niciodată Acest lucru este valabil și în cazul general, deoarece într-un arbore binar, toate nodurile dintre X și RLINK (X) sunt situate în subarborele din stânga al lui X în ordinea traversării directe și, prin urmare, nu iese săgeți din această parte a arborelui În al treilea rând, puteți vedea că câmpul LTAG, care indică dacă nodul va fi un nod frunză, este fals, deoarece caracterul „J” este situat doar la capătul pădurii și numai înaintea fiecărei săgeți în jos Într-adevăr, din aceste remarci rezultă că chiar și câmpul RLINK este, de asemenea, aproape redundant și, de fapt, câmpurile RTAG și LTAG sunt necesare pentru a reprezenta o astfel de structură Prin urmare, schema ( ) poate fi obținută pe baza unei cantități mai mici de date: RTAG INFO A B C' K D' E n FJG • ( ) LTAG JJJ Când vizualizarea ( ) este citită de la stânga la dreapta, nodurile cu câmpuri RTAG corespund valorilor RLINK nevide Apoi, pentru a restabili legăturile RLINK, de fiecare dată după ce treceți un nod cu câmpul LTAG = „J”, conectați-vă la nodul curent de la cel mai apropiat nod anterior cu o legătură RLINK nerestaurată (De exemplu, după trecerea nodului B cu LTAG = „J”, conexiunea la nodul curent C ar trebui făcută de la nodul B apoi, după trecerea nodului K, conexiunea la nodul curent D ar trebui să se facă din nodul (deoarece conexiunea RLINK din nodul B a fost deja restaurată) etc — Notă, traducere) Prin urmare, celulele cu valori de legătură RLINK nerestaurate, adică non-zero, pot fi stocate pe stivă Astfel, Teorema IA este demonstrată din nou Faptul că câmpurile RLINK și LTAG sunt redundante în reprezentare ( ) nu este de mare importanță, cu excepția cazului în care trebuie să traversați complet întregul arbore, deoarece vor fi necesare calcule suplimentare pentru a obține informațiile lipsă Aceasta înseamnă că cel mai adesea sunt necesare toate datele reprezentării ( ) Cu toate acestea, este evident că o parte semnificativă a memoriei este cheltuită foarte neeconomic, de exemplu, în exemplul particular al pădurii luate în considerare aici, mai mult de jumătate din câmpurile RLINK sunt egale cu L Pentru o utilizare mai eficientă a memoriei, trebuie să poate recurge la următoarele două metode comune ) În câmpul RLINK al fiecărui nod, specificați adresa care urmează tuturor nodurilor din subarborele acestui nod Acest câmp este adesea denumit „SC PE” (adică domeniul de aplicare) mai degrabă decât RLINK, deoarece denotă limita dreaptă a „influenței” (pe descendenți) fiecărui nod Acum, în loc de schema ( ), obținem o altă schemă în care săgețile nu se intersectează: DOMENIUL DE APLICARE INFO I II HII I g^Gg^b* ABCKDEHFJG (cinci) Mai mult, LTAG(X) = „J” se caracterizează prin condiția SCOPE(X) = X + c, unde c este numărul de cuvinte din nod Un exemplu de utilizare a conceptului SCOPE este dat în ex ) Reduceți dimensiunea fiecărui nod prin eliminarea câmpului RLINK și adăugați „noduri de legătură” speciale chiar înaintea nodurilor care conțineau anterior legături RLINK nevide: INFO A * B ~C K D * E H * F JG ( ) LTAG J ]JJJ Aici, simbolul „*” denotă astfel de noduri de conexiune speciale, în care câmpurile INFO le caracterizează cumva ca legături, ale căror direcții sunt indicate prin săgeți Dacă câmpurile INF și RLINK din schema ( ) ocupă aproximativ aceeași cantitate de memorie, atunci trecerea la schema ( ), în general, economisește spațiu de memorie, deoarece numărul de noduri este întotdeauna mai mic decât numărul altor noduri ( adică acele noduri care nu sunt noduri de comunicare speciale „*”) Într-o oarecare măsură, reprezentarea ( ) este analogă cu secvența de instrucțiuni dintr-un computer unicast ca un computer MIX cu noduri care corespund instrucțiunilor de ramificare condiționată Un alt tip de distribuție secvențială similară cu ( ) poate fi obținut prin eliminarea câmpurilor RLINK nu câmpurile LLINK În acest caz, nodurile din pădure pot fi listate într-o nouă ordine, numită ordine de familie, deoarece membrii fiecărei „familii” sunt unul lângă celălalt Ordinea de familie pentru orice pădure poate fi obținută recursiv, așa cum se arată mai jos Vizitați rădăcina primului copac Plimbați-vă în jurul celorlalți copaci (în ordinea familiei) Traversați subarborele rădăcinii primului copac (în ordinea familiei) (Comparați această metodă cu definițiile ordinei înainte și inversă din secțiunea anterioară Ordinea familiei este identică cu ordinea inversă inversă de parcurgere a arborelui binar corespunzător ) Reprezentarea secvențială de ordine familială a copacilor ( ) arată astfel: LLINK I I O I G-} ( } INFO A D E F GJ I B C K,' > RTAG JJJJJ І În acest caz, câmpurile RTAG servesc la separarea familiilor În ordinea familiei, sunt enumerate mai întâi rădăcinile tuturor copacilor din pădure, apoi familiile individuale Mai mult, de fiecare dată selecția familiilor începe cu cel mai apropiat nod listat, a cărui familie nu a fost încă listată Rezultă că săgețile LLINK nu se intersectează niciodată, iar celelalte proprietăți de reprezentare în ordine directă sunt transferate într-un mod similar Ar fi posibil să nu folosiți ordinea de familie, ci pur și simplu să enumerați nodurile de la stânga la dreapta, secvenţial nivel cu nivel Această metodă se numește ordinea nivelurilor (ordinea nivelurilor) [vezi G Salton, CACM ( ) ] Reprezentare secvențială de nivel de ordine pentru ( ) arata asa: LLINK I G} I |P I I ,JCH INFO A D B C E F G K H J • W RTAG JJJJJJ Este similar cu reprezentarea ( ), dar familiile sunt selectate în ordinea „primul intrat – primul ieşit”, şi nu în ordinea „ultimul intrat – primul ieşit” Reprezentările arborilor în forma ( ) sau ( ) pot fi considerate un analog natural pentru arbori de reprezentare secvențială a listelor liniare Cititorului îi va fi ușor să-și dea seama cum să creeze un algoritm pentru parcurgerea și analizarea arborilor afișați mai sus într-o reprezentare secvențială, deoarece informațiile din câmpurile LLINK și RLINK permit ca aceste structuri să fie considerate ca o structură arborescentă complet conectată O altă metodă, numită postorder cu grade, este ușor diferită de metodele descrise mai sus Dacă este utilizat, nodurile sunt listate în ordine inversă și în loc de legături pentru fiecare nod, se indică gradul acestuia: GRAD ,g) INFORMAȚII GREUTATE A HEJFGD' ' Dovada suficienței acestor informații pentru a caracteriza structura arborescentă este dată în exercițiul - Această ordine este foarte convenabilă pentru estimarea de jos în sus a valorilor funcției date la nodurile arborelui, așa cum se arată în algoritmul următor Algoritmul F (Evaluarea unei funcții definite local la nodurile unui arbore) Fie f o funcție a nodurilor arborescente, astfel încât valoarea lui f la nodul x depinde numai de x și de valorile lui / pentru copiii nodului x Acest algoritm permite utilizarea unei stive auxiliare pentru a evalua / la fiecare nod al unei păduri nevide F [Inițializare ] Setați stiva la gol și lăsați P să indice primul nod al pădurii în ordine inversă F [Scor / ] Setați d , setați j -f - PARENT[J] și repetați acest pas Dacă PARENT[A:] > , setați la , = eo CV(P), setați Q xz cu polinomul prezentat în Fig (Acest caz nu are scopul de a demonstra eficacitatea acestui algoritm, dar vă permite să vă familiarizați cu toți pașii săi și să vă imaginați toate situațiile dificile care trebuie procesate ) O discuție suplimentară despre algoritmul A este dată în exercițiu și Arată în fig reprezentarea polinoamelor într-un număr arbitrar de variabile nu este „cea mai bună” De exemplu, în Capitolul vom lua în considerare un format diferit de reprezentare a polinoamelor, precum și unii algoritmi aritmetici bazați pe o stivă auxiliară, care, în comparație cu Algoritmul A, prezintă avantaje semnificative din punct de vedere al simplității conceptuale Algoritmul A este interesant pentru noi în principal pentru că organizează procesarea arborilor cu un număr mare de conexiuni EXERCIȚII ► [ ] Este posibil să se reconstruiască legăturile LLINK cunoscând numai câmpurile LTAG, INF și RTAG ale nodurilor într-o ordine secvențială a nivelurilor ca ( )? (Cu alte cuvinte, câmpurile LLINK nu sunt redundante în vizualizare ( ) și câmpurile RLINK în vizualizare ( )?) [ ] (Problema lui Burks, Warren și Runt, Math Comp ( ), - ) GRADUL INFORMAȚII ABCKDEHFJG [Comparaţie cu ( ) unde sunt listate în ordine inversă ] Creați un algoritm similar cu algoritmul F pentru a evalua o funcție de nod definită local, parcurgând această reprezentare de la dreapta la stânga ► [ ] Modificați algoritmul D folosind ideea algoritmului F derivatele intermediare sunt plasate pe stivă, iar adresele lor nu sunt scrise într-un mod atât de neobișnuit încât este folosit pe niare D (vezi exercițiul - ) Stiva poate fi gestionată pe baza câmpurilor RLINK La rădăcina fiecărui derivat [! , atunci (Vo, Vi, , Vp) se numește o cale de lungime n de la vârful V la vârful V', dacă V = Vo, vârful V* este adiacent vârfului V* ,+i pentru vârfuri, următoarele afirmații vor fi, de asemenea, echivalente cu afirmațiile (a)-(c) d) G nu conține cicluri și are n - muchii e) G este un graf conex care are n - muchii Dovada Din (a) urmează (b), deoarece la îndepărtarea muchiei V - V, pentru care graficul G rămâne conectat, trebuie să existe o cale simplă (V, V), , V') de lungime două sau mai multe (vezi exercițiul ), iar apoi (V, Vi, , V, V) va fi un ciclu în G Din (b) urmează (c), deoarece există cel puțin o cale de la vârful V la vârful V Și, dacă ar exista două astfel de căi (V, Vi, , V') și (V, V / , , V'), s-ar putea găsi cel mai mic k pentru care Vk / Vk, când se elimină muchia Vjt i - Vk, graficul ar rămâne conectat, deoarece mai există o cale (Vfc !, Vk, , V ', , Vfc) de la vârful V* i până la ID-ul vârfului, care nu include muchia ștearsă Din (c) urmează (a), deoarece dacă G conține un ciclu (V, V, , V), atunci există două căi simple de la vârful V la vârful Vj Pentru a arăta că (d) și (e) sunt de asemenea echivalente cu (a)-(c), mai întâi demonstrăm un rezultat auxiliar: într-un grafic finit G fără cicluri și cu cel puțin un margine, există cel puțin un vârf care este adiacent exact unui alt vârf Să demonstrăm acest lucru luând în considerare un vârf Vi și un alt vârf V->- adiacent acestuia i- Deoarece nu există cicluri în acest grafic, vârfurile Vi, V , ■ ■ , + trebuie să fie diferite și, prin urmare acest proces trebuie să se încheie în cele din urmă Să presupunem acum că G este un arbore cu n > vârfuri, iar Vn este un vârf adiacent numai unui alt vârf, de exemplu, vârfului Vn i Când vârful Vp și muchia Vp i - Vp sunt îndepărtate, graficul rezultat G' este un arbore, deoarece vârful Vp poate fi într-o cale simplă a graficului G doar ca element de început sau de sfârșit Astfel, se demonstrează (prin inducție pe n) că G are n - muchii și, prin urmare, (a) implică (d) Să presupunem că G îndeplinește condiția (d), iar valorile Vp, Vrn i și C au aceeași semnificație ca în paragraful anterior Atunci graficul G este conexat, deoarece vârful Vn este legat de vârful Vn-i, care (prin inducție pe n) este legat de toate celelalte vârfuri ale graficului G Astfel, (d) implică (e) În cele din urmă, să presupunem că graficul G satisface condiția (e) Dacă graficul G conține un ciclu, atunci este posibil să eliminați orice muchie a acestui ciclu fără a încălca conexiunea graficului G Prin urmare, continuând să eliminăm muchiile în acest fel, obținem un grafic conexat C cu n - - k margini și fără cicluri Dar deoarece (a) implică (d), atunci k = , adică G = G" I Conceptul de arbore liber poate fi utilizat direct pentru a analiza algoritmii computerizati Secțiunea a luat deja în considerare aplicarea primei legi a lui Kirchhoff la problema numărării numărului de execuții ale fiecărui pas al algoritmului Drept urmare, s-a constatat că legea lui Kirchhoff nu permite calcularea completă a acestui număr, dar poate fi folosită pentru a reduce numărul de necunoscute, ale căror valori trebuie încă interpretate într-un mod special Datorită teoriei arborilor, este posibil să se stabilească numărul de necunoscute independente rămase și să se propună o metodă de găsire a acestora Orez Schema bloc abstractă a programului A Această metodă este mai ușor de înțeles cu un exemplu concret, care ulterior va fi folosit de mai multe ori pentru a ilustra rezultatele aplicării acestei teorii Pe fig Figura prezintă o diagramă bloc abstractă a programului A după analiza acestuia bazată pe legea lui Kirchhoff din secțiunea Fiecare pătrat (adică bloc) din fig (unu) ( ) reprezintă un singur pas de calcul, iar litera sau numărul din interiorul acestuia reprezintă numărul de calcule care au fost efectuate la acel pas în timpul execuției programului, conform notației din Secțiunea Săgeata dintre blocuri indică posibilitatea unei tranziții în program Toate sunt marcate cu simbolurile ej, , , -Acum sarcina este de a găsi, pe baza legii lui Kirchhoff, toate relațiile dintre mărimile A, B, C, D, E, F, G H, J, K, L, P, Q, R și S, precum și pătrunde profund în esența sarcinii generale (Notă: Unele simplificări ale acestei probleme au fost deja făcute direct în Fig De exemplu, blocul dintre C și E conține deja numărul „ ”, care este o consecință a legii lui Kirchhoff ) Fie Ej să desemneze numărul de încercări de a ocoli ramura e; în timpul executării acestui program Conform legii lui Kirchhoff suma valorilor lui E la intrarea în bloc - valoarea din interiorul blocului = suma valorilor lui E la ieșirea blocului De exemplu, pentru blocul K obținem GBP + GBP = K = GBP + GBP În cele ce urmează, vom presupune că Ej, E , E , și nu A, BS, sunt necunoscute Schema bloc din fig ZG poate fi reprezentat într-o formă și mai abstractă, adică sub forma unui grafic G, așa cum se arată în fig Blocurile s-au transformat în vârfuri, iar săgețile ei, , reprezintă acum muchiile graficului (Strict vorbind, muchiile unui grafic nu indică direcții și, prin urmare, direcția săgeților ar trebui ignorată atunci când se iau în considerare proprietățile teoretice ale graficului G Cu toate acestea, așa cum se va arăta mai jos, săgețile sunt necesare atunci când se utilizează legea lui Kirchhoff ) vârful „Sfârșit” este introdus pentru comoditate, astfel încât legea lui Kirchhoff să fie aplicabilă în mod egal tuturor părților graficului În diagrama din fig are, de asemenea, câteva modificări în comparație cu schema bloc prezentată în fig Se adaugă un vârf suplimentar și o muchie pentru a împărți săgeata în alte două, e' și e" , astfel încât să fie respectată definiția principală a graficului (două vârfuri pot fi conectate printr-o singură muchie) Săgeata a suferit, de asemenea, aceeași partiție O modificare similară a schemei ar fi trebuit să fie făcută la fel pentru orice vârf cu o săgeată care indică același vârf Unele dintre coastele prezentate în Fig sunt mai îndrăznețe decât celelalte Ele formează un subarboresc liber al graficului dat, conectând toate vârfurile acestuia Este întotdeauna posibil să se găsească un subarboresc liber într-un grafic al unei diagrame bloc, deoarece astfel de grafice trebuie să fie conectate și, conform părții (b) a teoremei A, dacă un grafic conectat G nu este un arbore liber, se poate elimina un marginea în ea și obțineți un grafic fără pierderea conectivității Acest proces poate fi repetat până când se obține subarborele dorit Un alt algoritm pentru găsirea unui subarbore liber este discutat în Ex În orice caz, primul pas este eliminarea muchiei w (care merge de la vârful „Start” până la vârful „End”) Astfel, putem presupune că eo este absent în subarborele selectat Fie G' un subarboresc liber al lui G găsit în acest fel Considerăm o muchie arbitrară V - V a graficului G, care este absentă în graficul G' Apoi putem observa un corolar important al teoremei A: graficul G’ și noua sa muchie V - V conțin un ciclu Într-adevăr, există exact un ciclu de forma (V, V, ,V), Orez Un grafic cu un subarboresc liber corespunzător diagramei bloc din fig deoarece există o cale simplă unică de la vârful V la vârful V în G' De exemplu, dacă G' este arborele liber prezentat în Fig , apoi, adunând muchia e r, obținem un ciclu care trece mai întâi prin muchia er, iar apoi (în sens opus față de săgețile indicate) prin muchia ec și ez Acest ciclu se poate scrie în algebric formați „er - - ” folosind semnele plus și minus pentru a indica direcția ocolirii atunci când aceasta coincide sau nu cu direcția săgeților Dacă efectuați acest proces pentru fiecare muchie care nu este inclusă în arborele liber, obțineți așa-numitele cicluri fundamentale (cicluri fundamentale), care pentru circuitul prezentat în Fig arată așa: Co' Co + Ci + C + e + e + e + e + eU + e + e + , Cr: e- - ~ £z, C : - - , Cg: de exemplu + + + bb + , C "z: e + e + e' , C : + e + C + + c + ) + bsh, Întrebări: e + e + e C - GBP + ^ + + , Сгі: - - ~ ts - - - - , C : + e- - C' - Evident, marginea e; , care nu este inclus în subarborele liber, va fi prezent doar în ciclurile fundamentale, și anume, în ciclurile Cj Acum suntem foarte aproape de punctul culminant al acestei construcții Fiecare ciclu fundamental reprezintă o soluție a ecuațiilor lui Kirchhoff De exemplu, soluția corespunzătoare ciclului Cr arată ca E - + , Ec = - , E - - și corespunzătoare tuturor celorlalte cicluri - ca E - Este clar că coeficienții de-a lungul unui ciclu dintr-un grafic satisfac întotdeauna condiția ( ) a legii lui Kirchhoff Mai mult, ecuațiile lui Kirchhoff sunt „omogene”, deci că suma sau diferența soluțiilor ecuațiilor ( ) este și ea o soluție Prin urmare, putem concluziona că Eq,E E , ,E sunt independente în sensul următor Dacă xq, x , ■ • •, T sunt numere reale arbitrare (câte un Xj pentru fiecare muchie e;-, care nu este inclusă în subarborele liber G’), atunci există o soluție a ecuației Kirchhoff ( ) astfel încât Eo = xo , E = x , ■ ■■, E = T Această soluție este obținută datorită bypass-ului m -timp al ciclului Co, ^-time bypass-ului ciclului C etc Mai mult decât atât, valorile variabilelor rămase Ei, E , Ei depind complet de valori a variabilelor Eo, E , , E- Soluția menționată la ( ) este singura (cinci) Dacă ar exista două soluții ale ecuațiilor lui Kirchhoff astfel încât Eo = xo, , E $ = a: , se poate scădea o soluție din cealaltă și astfel se obține o soluție în care Eo = E = E = ■■ ■ = E = Dar atunci toate Ej trebuie să fie egale cu zero, deoarece este ușor de observat că este imposibil să se obțină o soluție diferită de zero a ecuațiilor lui Kirchhoff pentru un grafic care este un arbore liber (vezi exercițiul ) Prin urmare, cele două soluții propuse trebuie să fie identice Astfel, se demonstrează că toate soluțiile ecuațiilor Kirchhoff pot fi reprezentate ca o combinație liniară de soluții obținute pe baza ciclurilor fundamentale Aplicând aceste observații graficului prezentat în fig , obținem următoarea soluție generală a ecuațiilor Kirchhoff pe baza variabilelor independente Eo, E , - ,E : Ei = Eo, Ez = Eo - E + Eg, E - Eq - E + Ez, Ev = Eq - Ez + Ez, E = Eo - E + Ez, Ed = Eo, Eyu = Eq, Ec = Eo + En - E- , Ei - Eq + E[' , E' - E "£- ~ ^ІЗ, En - Eq, Eyu \u d En-E i, Eyu \u d En - E- , Ei \u d E "d + E o - Ec, Eyu = E" Pentru a obține aceste ecuații, este suficient pentru fiecare muchie (a subarborelui să enumere toate cele pentru care muchia e; - este inclusă în ciclul Ck, cu semnul corespunzător [Deci, matricea de coeficienți a sistemului de ecuații ( G) se transpune în raport cu matricea de coeficienți a sistemului de ecuații ( ) ] Strict vorbind, ciclul Co nu trebuie numit fundamental, deoarece conține o muchie specială eo Un ciclu Co fără muchia co ar putea fi numit o cale fundamentală (cale fundamentală) de la vârful „Start” până la vârful „End” În acest caz, condiția la limită, care constă în faptul că blocurile „Start” și „End” sunt procesate exact o dată, este echivalentă cu relația Eo = ( ) S-a arătat mai sus cum se obțin toate soluțiile folosind legea lui Kirchhoff Aceeași metodă poate fi aplicată nu numai diagramelor bloc, ci și analizei circuitelor electrice (exact asta a făcut Kirchhoff însuși) Ar fi firesc să ne întrebăm dacă legile lui Kirchhoff nu sunt cel mai complet set posibil de ecuații care ar putea fi propus pentru descrierea diagramelor de flux de programe Cu alte cuvinte, se poate argumenta că la fiecare execuție a programului de la blocul „Start” la blocul „End”, puteți obține un set de valori, E , ,# , care corespund cu numărul de treceri de-a lungul fiecărei margini, iar aceste valori se supun legii Kirchhoff Dar există soluții pentru ecuațiile lui Kirchhoff care nu corespund cu niciuna dintre opțiunile de executare a unui program de calculator? (Aici se presupune că nu se știe nimic despre acest program în afară de diagramă ) Dacă există soluții care satisfac ecuațiile lui Kirchhoff, dar nu corespund execuției efective a programului, atunci puteți solicita condiții mai stricte decât legile lui Kirchhoff Pentru circuitele electrice, Kirchhoff a formulat următoarea a doua lege [App Physik tind Chemie ( ), - ]: suma căderilor de tensiune din ciclul fundamental trebuie să fie zero Dar această lege nu se aplică acestei probleme Există o altă condiție evidentă pe care trebuie să o îndeplinească valorile lui E dacă corespund unei căi reale din diagrama de flux de la blocul „Start” la blocul „End”, și anume: trebuie să fie numere întregi, mai precis, nenegative numere întregi Aceasta nu este deloc o condiție banală, deoarece nu se poate atribui pur și simplu numere arbitrare nenegative variabilelor independente E , E$, , E $ De exemplu, dacă luăm E = și Eg = , atunci pe baza ( ) și ( ) rezultă că Ez = - (Astfel, este imposibil să se execute programul diagramei prezentate în Fig cu o parcurgere dublă a muchiei fi-j fără a parcurge marginea e$ cel puțin o dată ) Condiția ca valorile lui E să nu fie -negativ nu este suficient Luați în considerare, de exemplu, o soluție în care E "g = , E = Ec = • • ■ = E = E- = E = E = Atunci nu există nicio cale aici cu o trecere de-a lungul muchiei e , ocolind marginea W Această condiție necesară și suficientă este răspunsul la întrebarea pusă în paragraful anterior: pentru valorile arbitrare ale E , E$, , E $, definim Ei, E , , E conform la ( ) și ( ) că toți E sunt numere întregi nenegative, iar graficul cu muchiile e, pentru care Ej > și vârfurile conectate prin astfel de muchii ej este conectată muchia Cj este parcursă exact Ej ori Această afirmație este dovedit în secțiunea următoare (vezi exercițiul - ) Rezumăm toate raționamentele de mai sus în următoarea teoremă Teorema K Dacă o diagramă de flux (cum ar fi în Fig ) conține n blocuri (inclusiv blocurile „Start” și „End”) și n săgeți, atunci pot fi găsite m - n + cicluri fundamentale și o astfel de cale fundamentală de la de la blocul Start la blocul End, că orice cale de la blocul Start la blocul End va fi echivalentă (în ceea ce privește numărul de traversări ale fiecărei margini) cu o traversare a căii fundamentale și număr determinat unic de pasaje ale fiecărui ciclu fundamental (Calea fundamentală și ciclul fundamental pot include mai multe muchii, a căror trecere se efectuează în direcția opusă celei indicate de săgeata de pe această margine În acest caz, vom presupune că trecerea marginilor este efectuată - timp ) În schimb, pentru orice parcurgere a drumului fundamental și a ciclurilor fundamentale în care numărul total de parcurgeri ale fiecărei muchii este nenegativ și în care vârfurile și muchiile corespunzătoare unui număr pozitiv de parcurgeri formează un grafic conex, există cel puțin un cale echivalentă de la blocul „Start” la blocul „End” | Căutarea ciclurilor fundamentale se realizează ca urmare a alegerii unui subarboresc liber similar cu cel prezentat în Fig Dacă alegem un alt subarbore, atunci în cazul general obținem un set diferit de cicluri fundamentale Existenţa m - n + cicluri fundamentale rezultă din Teorema A Mai mult, modificările care au fost efectuate pentru circuitul prezentat în Fig pentru a obține circuitul din fig , după adăugarea marginii eo, valorile lui m - n + nu se modifică, deși valorile tipului pot crește O astfel de construcție ar putea fi generalizată pentru a scăpa complet de modificările banale (vezi Exercițiul ) Teorema K este liniștitoare deoarece spune că legea lui Kirchhoff (care constă din n ecuații pentru m necunoscute Ei,Ei, ,Em) are o singură „variabilă redundantă”: aceste n ecuații permit eliminarea n- necunoscute Cu toate acestea, variabilele necunoscute din raționamentul de mai sus au indicat numărul de traversări ale marginilor, nu numărul de intrări în fiecare bloc al diagramei În ex arată cum se construiește un alt grafic ale cărui muchii corespund blocurilor din diagrama bloc, astfel încât teoria descrisă mai sus să poată fi utilizată pentru a determina numărul real de variabile redundante Modalitățile de aplicare a teoremei K în software-ul utilizat pentru evaluarea performanței programelor în limbaje de programare de nivel înalt sunt discutate de Thomas Ball și James R Larus în ACM Trans Prog Limbi și sisteme ( ), - EXERCIȚII [ ^] Enumerați toate ciclurile de la vârful B la vârful B care sunt conținute în graficul prezentat în fig [M ] Demonstrați că dacă există o cale în grafic de la vârful V la vârful V', atunci există și o cale simplă între aceste vârfuri [ ] Care cale de la blocul „Start” la blocul „End” este echivalentă (în sensul Teoremei K) cu o trecere a căii fundamentale plus o trecere a ciclului C din Fig ? ► [M ] Fie G' un arbore liber finit în care sunt desenate săgeți pe marginile ei, , en—i Fie Ei, , En i numerele care satisfac legea Kirchhoff ( ) în G' Arătați că Ei = ■ • • = En i - [ ] Folosind ecuațiile ( ), exprimați valorile A, B, , S care se află în interiorul blocurilor din fig , cu ajutorul variabilelor independente E , E$, , £ - ► [M ] Să presupunem că graficul conține n vârfuri Vi, ,Vn și m muchii ei, ,em Fiecare muchie e dintre vârfurile Va și Vb este reprezentată de o pereche de numere întregi (a,b) Crea cel mai eficient algoritm este cel care folosește perechi de numere ( ), atunci presupunem că (ei, , , en) este o cale orientată (cale orientată) de lungime n de la vârful V la vârful V , dacă V este init(ei), V este fin(en), iar ei(e&) = init(ej,+i) pentru și dacă e[Vi] este o muchie între Vo și V, atunci e[Vi] este o muchie între VI și V), și în mod similar e[Vjt] este muchia dintre Vjt i și Vt pentru , Vo = V, I = V, Vn = R Pentru verificarea validitatii acestei constructii este necesar sa se demonstreze ca pentru fiecare muchie V - V este indicata directia V e - V (sau V -> V) Și acest lucru este foarte ușor de făcut dacă (V, Pi, ,R) și (V', V{, , R) sunt căi simple, adică ciclul există întotdeauna, cu excepția cazului în care V = V{ sau Vj = V Această construcție demonstrează că direcțiile arcelor dintr-un arbore direcționat sunt complet determinate de locația rădăcinii și, prin urmare, pot fi omise în diagramele în care rădăcina este indicată în mod explicit Astfel, s-a stabilit o relație între trei tipuri de arbori: arborele (ordonat), care are o importanță fundamentală în programele de calculator, așa cum se arată la începutul Secțiunii , arborele orientat (sau neordonat) și arborele liber Ultimele două tipuri de arbori apar și în studiul algoritmilor informatici, dar nu la fel de des ca primul Principala diferență între aceste tipuri de structuri de arbore constă numai în cantitatea de informații structurale care sunt considerate esențiale De exemplu, în fig prezintă trei copaci care sunt diferiți numai atunci când sunt priviți ca arbori ordonați (înrădăcinați în partea de sus) Și dacă sunt considerați arbori direcționați, atunci primii doi sunt identici, deoarece ordinea subarborilor „de la stânga la dreapta” nu este esențială aici În cele din urmă, dacă copacii sunt considerați liberi, atunci toți din Fig sunt identice deoarece rădăcina nu este definită Orez Trei structuri arborescente Un circuit eulerian într-un graf direcționat este o cale direcționată (ei, b , , em) astfel încât fiecare arc al grafului direcționat apare o singură dată pe această cale și fin(em) = init(ei) Este o „ocolire completă” a arcelor de digraf (Lanțul Euler poartă numele lui Leonhard Euler, care în a considerat faimoasa problemă că este imposibil să ocoli cele șapte poduri din Königsberg în timpul unei plimbări de duminică, vizitându-le pe fiecare exact o dată El a considerat, de asemenea, o problemă similară pentru graficele nedirecționate Lanțurile Euler nu trebuie confundate cu circuitele hamiltoniene, adică ciclurile orientate în care fiecare vârf apare o singură dată; vezi cap ) Un graf direcționat se numește echilibrat (baiacei) (Fig ) dacă fiecare vârf V are grade egale de intrare și ieșire, adică câte muchii există pentru care vârful V este cel inițial, există același număr de muchii pentru care vârful V este final Această condiție este strâns legată de legea lui Kirchhoff (vezi exercițiul ) Dacă un graf direcționat are un lanț Euler, atunci este evident că trebuie să fie conectat și echilibrat, cu excepția cazului în care are vârfuri izolate, adică vârfuri cu grade de intrare și ieșire zero Orez Grafic dirijat echilibrat Deci, în această secțiune, sunt date destul de multe definiții (graf direcționat, arc, vârf inițial, vârf final, grad de ieșire, grad de intrare, cale direcționată, cale direcționată simplă, ciclu direcționat, arbore direcționat, lanț Euler, vârf izolat, și, de asemenea, strict legate, prezența unei rădăcini și echilibru), dar sunt date doar câteva rezultate înrudite Acum suntem gata să începem să studiem materiale mai complexe Primul rezultat principal este teorema lui IJ Good [IJ Good, J London Math soc ( ), - ], care au arătat că lanțurile Euler există întotdeauna, cu excepția cazului în care sunt în mod evident imposibile Teorema G Un graf direcționat finit fără vârfuri izolate conține un lanț Euler dacă și numai dacă este conex și echilibrat Dovada Să presupunem că graficul G este echilibrat și C - (ei, • • •, em) este o cale orientată de lungimea maximă posibilă, în care niciun arc nu este parcurs de două ori Atunci, dacă V = fin(e, n) și dacă k este gradul de ieșire al vârfului V, atunci calea P trebuie să includă toate k arce e cu vârful inițial init(e) = V În caz contrar, s-ar putea adăuga e și face mai mult un drum lung Dar dacă init(ej) = V și j > , atunci fin(ej i) = V Prin urmare, deoarece graficul G este echilibrat, obținem init(ei) = V = fin(em); în caz contrar, gradul de intrare al vârfului V trebuie să fie cel puțin k + Acum, după efectuarea unei permutări ciclice în P, obținem că orice arc e din afara acestei căi nu are vârfuri inițiale și finale comune cu niciun arc al acestei căi Prin urmare, dacă P nu este un lanț Euler, G nu este conectat | Există următoarea relație importantă între lanțurile Euler și arborii direcționați Lema F Fie lanțul Euler (ві, ,em) al unui graf direcționat G nu are vârfuri izolate și fie R = fin(em) = init(ei) Fie, pentru fiecare vârf V/R, muchia e[V] să fie ultima ieșire din V din acest lanț, i e e[V] = Cj dacă init(Cj) = V și init(efc) / V pentru j e AND ei? în loc de e'iz, e [ g, ezz și eis-) [ ] Fie G digraful echilibrat prezentat în fig , iar G este un subarbore direcționat cu vârfurile Vo, Vi, V și arcuri eoi, ezi Găsiți, pornind de la arcul ei , toate căile P care îndeplinesc condițiile teoremei D [M ] Este adevărată următoarea expresie: „Un graf direcționat, conex și echilibrat este strict legat”? ► [M J] În popularul Clock Solitaire, un pachet obișnuit de de cărți este plasat cu fața în jos în grămezi a câte patru cărți fiecare; cu stive dispuse în cerc, iar stiva în centru, care, în general, seamănă cu un cadran de ceas Apoi, solitarul se joacă după cum urmează: cartea din teancul central este răsturnată și, dacă valoarea sa este egală cu k, este plasată lângă teancul k (Valorile , , , corespund asului , , , , jack, queen king ) Răspândirea continuă în felul acesta: cartea de sus din teancul k este răsturnată și plasată lângă teancul său etc până se ajunge la momentul în care nu mai este este posibil să continuați jocul, deoarece nu mai există cărți în următorul teanc indicat care ar putea fi răsturnate (Jucătorul nu are dreptul de a alege opțiunea de a continua jocul, deoarece aceste reguli dictează complet cursul jocului ) Jocul este considerat câștigat dacă în acest moment toate cărțile au fost întoarse cu fața în sus [Sl , în care rândul și coloana sunt eliminate De exemplu, dacă graficul prezentat în Fig , - -unu primim \ - eu, / - și O,'; n și dacă G nu are arce, / A \u d I - \-unu a) Arătaţi că dacă aoo = incepand si terminand la acelasi varf, apoi det Ao = [G este un arbore orientat cu radacina Vo] b) Arătați că, în general, det Ao este egal cu numărul de subarbori direcționați ai lui G înrădăcinați la Vo (adică numărul de moduri de a alege n arce din toate arcele lui G, deci graficul direcționat rezultat este un arbore direcționat înrădăcinat la Vb)-[ Instruire Utilizați metoda inducției asupra numărului de arce ] [M ] Dacă G este un graf nedirecţionat cu cn+ vârfuri Vo, , , fie B o matrice n × n, care pentru , E), atunci primim -unsprezece\ - - - / Arătaţi că numărul de subarbori liberi ai lui G este egal cu det B [Sugestie Folosiți ex sau ] [VMZZ] (Problema lui T van Aardene-Ehrenfest și N G de Bruijn ) prezintă un exemplu de grafic direcționat care nu este doar echilibrat, ci și regulat [regular] Aceasta înseamnă că toate vârfurile au același grad de intrare și Ieșire Fie G un digraf regulat cu n + vârfuri Vo, Vi, , Vn, fiecare vârf având un grad de intrare și de ieșire egal cu m (De aceea, în general, există (n + ) m arce ) Fie *-=^ un grafic cu (n + )m vârfuri care corespund arcelor graficului G și fie Vjk vârful graficului G* corespunzător arcului de la v} la Vk în graficul G Arcul merge de la Vjk la Vj>k' în graficul G' dacă și numai dacă k = j' De exemplu, dacă G este graficul direcționat prezentat în Fig , atunci graficul G' este prezentat în fig Un lanț Euler într-un grafic G este un lanț Hamilton într-un grafic G* și invers Demonstrați că numărul de subarbori direcționați ai graficului G* este de m(n+ )(mi) ori mai mare decât numărul de subarbori direcționați ai graficului G [Sugestie Utilizați rezultatul ex nouăsprezece ] Orez Digraf cu arce, care corespunde fig (vezi exercițiul ) ► [MS ] Fie G un graf orientat echilibrat cu vârfuri Vi, Vg, , Vp fără vârfuri izolate Fie ffj egal cu gradul de ieșire al vârfului V) Arătați că numărul de căi lui Euler pentru un grafic G este ( Pentru câte dintre aceste m funcții posibile f va fi șirul periodic cu perioada maximă mk? [Indicaţie Construiți un grafic direcționat cu vârfuri (®i, , xk-i) pentru toți , + d i + w + det bi b + + & + + b i bzo + & + b / Arătați că atunci când este extins în puterile lui a și b, fiecare termen diferit de zero va avea un coeficient de + Câți termeni va conține o astfel de descompunere? Sugerați o regulă pentru arborii direcționați care descrie în mod specific ce termeni vor fi prezenți în această descompunere * Lema pe copacul infinit Până acum, am luat în considerare în principal arbori cu doar un număr finit de vârfuri (noduri), dar definițiile date pentru arbori liberi și direcționați pot fi aplicate și la grafice infinite Arborii ordonați infinit pot fi definiți în mai multe moduri Este posibil, de exemplu, să se extindă conceptul de notație zecimală Dewey la colecții infinite de numere, așa cum se face în Ex - Chiar și atunci când studiem algoritmii de computer, uneori devine necesar să se investigheze proprietățile algoritmilor infiniti, de exemplu, să se demonstreze prin contradicție că un anumit arbore nu este infinit Una dintre cele mai fundamentale proprietăți ale copacilor infiniti, formulată mai întâi într-o formă destul de generală de D Konig, arată astfel Teorema K (lema arborelui infinit) În fiecare arbore direcționat infinit în care fiecare vârf are un grad finit, există o cale infinită către rădăcină, adică o succesiune infinită de vârfuri Iq Vj, V , , unde Vo este o rădăcină și fin(e[V)+ ]) = Vj pentru toate j > Dovada Definim această cale pornind de la vârful Vq, care este rădăcina arborelui direcționat Să presupunem că pentru unele j > se alege un vârf Vj care are infiniti succesori Se presupune că gradul nodului Vj este finit și, prin urmare, Vj are un număr finit de copii Ui, ,Un Cel puțin un astfel de copil trebuie să aibă un număr infinit de moștenitori Să presupunem, de exemplu, că vârful v)+i este un astfel de copil al vârfului Vj Atunci obținem că V AND, ^ , • • • este o cale infinită cu începutul la rădăcina indicată eu Studenții de calcul pot recunoaște cu ușurință că același argument este folosit aici ca și în demonstrarea teoremei clasice Bolzano-Weierstrass că „o mulțime infinită mărginită de numere reale are un punct limită” O altă formulare a teoremei K îi aparține lui Koenig: „Dacă omenirea nu se stinge niciodată, atunci cineva care trăiește astăzi aparține unui gen care nu se va stinge niciodată” La prima cunoaștere cu Teorema K, se face impresia că este absolut evidentă Dar după ce ne-am gândit mai atent și am studiat exemple de utilizare a acestuia, devine clar că are o semnificație mult mai profundă Deși gradul fiecărui nod al arborelui dat este finit, nu se presupune că gradele sunt mărginite (adică gradul fiecărui vârf este mai mic de aproximativ V) Prin urmare, pot exista noduri cu all-foley și grade superioare Acum, cel puțin, este clar că, în ciuda faptului că, în cele din urmă, urmașii tuturor contemporanilor se vor stinge, există familii care își vor continua descendența în milioane, miliarde, etc Într-adevăr, H W Watson a publicat o „dovadă” că, dacă anumite legi ale probabilității biologice sunt valabile la nesfârșit, atunci se vor naște un număr infinit de oameni în viitor, dar fiecare specie va muri cu o probabilitate de „unu” În ciuda micii erori care l-a condus la o concluzie atât de falsă (interesant de observat că nu a considerat concluziile sale ca fiind inconsecvente din punct de vedere logic), în articolul său, J Anthropological Inst GT Britain and Ireland ( ), - , conține teoreme foarte importante și profunde Afirmația opusă pentru teorema K este direct aplicabilă algoritmilor de calculator: dacă un algoritm este împărțit periodic într-un subset limitat de subalgoritmi și fiecare lanț de subalgoritmi este finit, atunci algoritmul în sine va fi finit Cu alte cuvinte, să existe o mulțime finită sau infinită S astfel încât fiecare dintre elementele sale să fie o succesiune (zj, x?, , xn) de numere întregi pozitive cu lungime finită n > Dacă sunt îndeplinite condițiile i) dacă (xi, ,zn) aparține lui S, atunci (z, ,xx) aparține și lui S pentru astfel încât a + S, a + , , a + mn sunt în mulțimea Sj } Dacă este posibil, încercați să utilizați acest rezultat și lema arborelui infinit pentru demonstrație dintre următoarele, rezultat mai „mai puternic” Dacă k și mn sunt numere întregi pozitive, atunci există N astfel încât dacă există k mulțimi Si, ,Sk de numere întregi, fiecare valoare între și N fiind inclusă în cel puțin una dintre aceste mulțimi, atunci cel puțin una dintre mulţimile Sj conţin o progresie aritmetică de lungime m O descriere interesantă de către van der Waerden a modului în care a fost găsită demonstrația acestei teoreme poate fi găsită în Studies in Pure Mathematics, ed de L Mirsky (Presa Academică, ), - ► [M ] Dacă este posibil, folosind teorema van der Waerden din ex și lema copacului infinit, demonstrați următoarea afirmație Dacă k este un întreg pozitiv și există k mulțimi Si, ,Sk de numere întregi și fiecare număr întreg pozitiv este inclus în cel puțin una dintre aceste mulțimi, atunci cel puțin una dintre mulțimile Sj conține o progresie aritmetică infinit de lungă ► [M ] (problema lui J B Kruskal ) Dacă T și T’ sunt arbori finiți și ordonați, fie T C T’ să denotă că T poate fi încorporat în T’ ca în ex - Demonstrați că dacă Ti, Ta, , sunt o succesiune infinită de arbori, atunci există numere întregi j , atunci arborele are o rădăcină și subarbori Să presupunem că există D subarbori cu un vârf, D subarbori cu două vârfuri și așa mai departe Atunci putem alege jk arbori din a*, posibili arbori cu k vârfuri (ak + jk - \ \ k J modalități, deoarece într-un astfel de caz sunt permise repetări (vezi exercițiul ) Pe baza acestui lucru, obținem următoarele: O p- + jn-i - jn- PENTRU P > ( ) Se consideră funcția generatoare A(r) = Dn®" " cu ao = Constatăm că din identitatea / i + j - ( - zr)a ~ J iar ecuaţia ( ) rezultă că ( - )Q'( - )«( - )Q ' Această expresie pentru A(z) nu este foarte convenabilă de utilizat, deoarece conține un produs infinit și coeficienții ai, O , - în partea dreaptă Un mod mai elegant de a reprezenta A(z) este sugerat în Ex Permite obținerea unei formule mult mai eficiente pentru calcularea valorilor unui an (vezi exercițiul ) și poate fi folosit de fapt pentru a descrie comportamentul asimptotic al lui an pentru n mare (vezi exercițiul ) Astfel, primim A(z) =z + z + z + z + r + r + r + r + r + r + r + ••• ( ) Acum că a fost găsit numărul de arbori direcționați, ar fi interesant să se determine numărul de arbori liberi distincti structural cu n vârfuri Există doar doi arbori liberi distincti cu patru vârfuri și anume - - , (cinci) întrucât primii doi și ultimii doi arbori ( ) vor fi identici dacă nu se ia în considerare direcția După cum se arată mai sus, într-un arbore liber, orice vârf X poate fi ales ca rădăcină și direcția marginilor poate fi specificată într-un mod unic, astfel încât acest arbore să devină orientat cu rădăcina X Să presupunem că pentru un punct dat X, rădăcina X conține k subarbori cu „i, s ?, ,sk vârfuri în subarborele dat Este clar că k este numărul de arce care ating vârful X și si + " + • • • + "k \u d n - Atunci greutatea (greutatea) vârfului X este valoarea , s* ,) Astfel, nodul D al arborelui B E F Cu DG ȘI ( ) JK N are greutatea (fiecare dintre subarborele lui D conține trei dintre celelalte nouă vârfuri), iar E are greutatea max( , ) = Vârful cu greutatea minimă se numește centroidul arborelui liber Fie X și si, „ , • ■ •, Sk să fie definite în același mod ca mai sus și fie Y), Yj, ■ ■ , Yk rădăcinile subarborilor care ies din X Greutatea lui Yi trebuie să fie să fie cel puțin egal cu n - si = + " + • • - + Sk, deoarece dacă se presupune că Yi este o rădăcină, există n - si vârfuri în subarborele său, inclusiv X Dacă subarborele Yi conține centroidul Y, obținem inaltime(X) = max(sj, " , • • •, "*>) > inaltime(Y) > + S + • • • + sk- Acest lucru este posibil numai dacă sj > « + • • • + Sfc Un rezultat similar poate fi obținut dacă în loc de Ui în aceste argumente folosim U) Prin urmare, centroidul poate fi localizat în cel mult un subarboresc al unui vârf dat Aceasta este o condiție destul de „puternică”, care implică faptul că există cel mult doi centroizi într-un arbore liber, iar dacă există doi centroizi, acestea sunt adiacente (vezi Exercițiul ) Și invers, dacă зі > « + • -hs*,, în subarborele Y) există un centroid, deoarece înălțimea (Уі) ^"П (opt) ®[n/ j ^rn/ ■ Un arbore liber cu doi centroizi are un număr par de vârfuri, iar greutatea fiecărui centroid este n/ (vezi Exercițiul ) Prin urmare, dacă n = m, numărul de arbori liberi din doi centroizi este egal cu numărul de opțiuni pentru alegerea a două obiecte din m obiecte cu repetare, și anume: /yat "b \\ /' Prin urmare, pentru a obține numărul total de arbori liberi, adăugăm |an/ (an/ + ) la ( ) pentru n chiar Privind expresia ( ), putem propune o funcție generatoare simplă Într-adevăr, este ușor de observat că funcția de generare a arborilor liberi distincti din punct de vedere structural este F(z') = A(z) - | A(z) + |/l(z ) = z + z + z + z + z + z + llz + z + z + z + Z + • • • (nouă) Această relație simplă între F(z) și A(z) a fost obținută pentru prima dată de M E C Să trecem acum la problema listării arborilor ordonați, care sunt de o importanță deosebită pentru programarea algoritmilor de calculator Pe baza a patru vârfuri, este posibil să construiți următorii cinci arbori ordonați structural diferiți: Primele două sunt identice atunci când sunt privite ca arbori direcționați, așa că doar unul dintre ei a fost afișat mai sus în ( ) Înainte de a trece la numărarea diferitelor structuri de arbore ordonate, să luăm în considerare arborii binari, deoarece sunt mai aproape de reprezentarea reală a datelor în interiorul unui computer și sunt mai ușor de explorat Fie bn numărul de arbori binari distincti cu n noduri Conform definiției arborilor binari, este evident că = și pentru n > numărul diferitelor variante ale acestora este egal cu numărul de moduri de aranjare a unui arbore binar cu k noduri la stânga rădăcinii și un alt arbore binar cu n - - k noduri la dreapta De aceea bn = bo^n-i + bifrn- + • • • + bp-fo, n > ( ) Din această relație este clar că funcția generatoare B(z) = b + brr + b z + • • • satisface ecuația zB(z) = B(z) - ( ) Rezolvând această ecuație pătratică, ținând cont de faptul că B( ) = , obținem B(r) = t ( - A - ( - £ ( Și (- ))* (— z)n \ n I n + n> ' = Y )(• ț-* \n + / n> x' gp \ n J n + n> ' = + Z + r + r + r + r + r + r + r + r + r + • • • ( ) (Vezi exercițiul - ) Prin urmare, răspunsul dorit este: tg P (paisprezece) Conform formulei lui Stirling, acesta este asimptotic egal cu Câteva generalizări importante ale ecuației ( ) sunt date în exercițiu și Revenind la problema numărării arborilor ordonați cu n noduri, vedem că, de fapt, aceasta este o problemă de calcul a numărului de arbori binari, întrucât s-a stabilit mai devreme o corespondență naturală între arbori binari și păduri, iar arborele minus rădăcina este doar pădurea În consecință, numărul de arbori ordonați cu m vârfuri este egal cu bn-i, adică numărul de arbori binari cu m - vârfuri La efectuarea enumerărilor de mai sus, s-a presupus că vârfurile nu se pot distinge Dacă marchem vârfurile - din ( ) cu etichete și luăm vârful ca rădăcină, obținem arbori orientați diferiți Este clar că problema listei arborilor etichetați diferă semnificativ de problema descrisă mai sus În acest caz, poate fi reformulat astfel: „Luați în considerare trei linii care trec de la vârfurile - la un alt vârf Pentru fiecare dintre ele există trei opțiuni, iar în general există = de opțiuni Câți dintre ei corespund unor arbori orientați diferiți înrădăcinați la ?” După cum se arată mai sus, există astfel de opțiuni O formulare similară a aceleiași probleme pentru n vârfuri este următoarea: „Fie f(x) o funcție întreagă astfel încât /( ) = și , scriem /(I) și ștergem vârful Vi și arcul V) -> f(Vi) din arbore Fie V? cel mai mic număr de foaie rezultat din operația anterioară Dacă n > , scrieți /(Vr) și eliminați vârful V} și arcul V? -> /(Vr) din arbore și apoi vom continua în acest spirit până când toate vârfurile, cu excepția rădăcinii, vor fi îndepărtate din arborele dat Astfel obținem o succesiune de n - numere /(Vi), W), ,/(Vn ), l p> r(n - , n - - k)gn fc! (n - - k) y-g*g-v' k> k> = e:G^ Cu alte cuvinte, pentru Gi (r) = w, soluția acestei probleme este găsirea coeficienților soluției unei astfel de ecuații transcendentale: w = ezw (douăzeci) Această ecuație ar putea fi rezolvată folosind formula de inversare Lagrange după cum urmează Din z - CJ rezultă că c = ( ) P> unde Roșu ( ) unu Fie r(n, q) numărul de moduri de a desena arce și de a atribui culori vârfurilor { , , ,n} astfel încât i) pentru n; r(n - de exemplu, q - kv), dacă En = + Eq, ( ) unde ej este un vector cu unu în poziţia i şi zerouri în alte poziţii Relația ( ) se bazează pe împărțirea vârfurilor {q + , ,n} în două părți cu m și n - q - m elemente în fiecare A doua relație se obține prin îndepărtarea rădăcinii unice și luând în considerare structura rămasă după aceea Luați în considerare acum următorul rezultat Teorema R (George N Raney, Canadian J Math ( ), - ) Lasa S(nq)=l unde r(n, q) este definit prin formula ( ), an, q sunt vectori întregi s-dimensionali Atunci w satisface identitatea w = yie^w + y ez*w + - + yseZsW ( ) Dovada Folosind ( ) și metoda inducției pe m, obținem = E ( ) S(nq)=m Apoi, folosind formula ( ), aflăm că w = ^ eu— k E(nq) = l i= k r(n - Q, q - taxă,) fei(Eq-fe)! Y "'Vs ■" G(P' Unele proprietăți remarcabile ale acestei funcții sunt date în Corles, Tonne, Hare, Jeffrey și Knuth [Advances in Computațional Math ( ), - ] IJ Good [Proc Cambiidge Philos soc ( ), - ; ( ), ] Mai recent dezvoltată de Andre Joyal, teoria matematică a speciilor [Advances in Math ( ), - ] ne-a permis să extindem această problemă la un nivel superior, la care operațiile algebrice privind funcțiile generatoare corespund direct proprietăților combinatorii ale structurilor Numeroase exemple ale acestei teorii excelente și instructive, împreună cu generalizări ale multor formule derivate mai sus, pot fi găsite în F Bergeron, G Labelle și P Ler-oh, Combinatorial Species and Tree-like Structures, (Cambridge Univ Press, ) EXERCIȚII [M ] (Problemă de G Polya ) Arată că A(z) = z ■ exp (A(z) + | A(z ) + jA(z ) -I-) [Indicaţie Luați logaritmul expresiei ( ) ] [BM J] (R Problema Vidrei ) Să se arate că numerele an satisfac următoarea relație: na p+ = oiSni + arzP + • • • + nansnn, Unde Snk -] Dp + - jk- l a - folosind identitatea din exercițiul unu ] b) Fie F(z, w) = exp (zw + IA(z ) + | A(z ) -) - w Arătați că F(z,w) în vecinătatea (z,w) = (a,a/a) este o funcție analitică în fiecare variabilă separat c) Arătați că în punctul (z, w) = (a, a/a) avem dF/dw = și, prin urmare, a = d) În punctul (z, w) = (a, /a) arătaţi că E o X—' k — l// d F -^= = a + £" A(a), a - = a k> e) Când |z| = a și z / a, arată că dF/dw / și, prin urmare, A(z) are un singur punct singular, |z| = a f) Demonstrați că există o regiune mai mare decât |z| , unde /^(x) = x și /[r+ !(x) = /(/^(x)) Folosind metode de enumerare precum cele din această secțiune, arătați că numărul de funcții astfel încât x = y pentru toate x și y este mm Q(m), unde Q(m) este funcția definită în secțiunea [ ] Arătați că următoarea metodă este o altă modalitate de a determina o corespondență unu-la-unu între (n - )-tuple de numere de la la n și arbori direcționați cu n vârfuri etichetate Fie , , frunzele copacului în ordine crescătoare Fie ( , +i, + , • • •, Vq) calea de la la rădăcină În acest caz, notăm vârfurile V,, , + , +i Apoi scriem , , + , ++ Apoi, fie ( , + , • • •, ) cea mai scurtă cale orientată de la astfel încât a fost deja scris După aceea, scriem , • • ■, +i etc De exemplu, arborele ( ) ar putea fi scris după cum urmează: , , , , , , , , Arătați că acest proces este reversibil, în special desenați o diagramă arborescentă direcționată cu vârfurile { , , , } și reprezentarea , , , , , , , , [M ] Câți arbori diferiți orientați etichetați cu n vârfuri sunt, printre care k sunt frunze (adică au grad zero de intrare)? [M ] (Problema lui J Riordan ) Câți arbori orientați etichetați distincti cu n vârfuri există, dintre care k vârfuri au gradul de intrare zero, ki este gradul de intrare , Ar este gradul de intrare , ? (Rețineți că condițiile ko + ki + Ar + • • • = n și ki + /i + a' + • ■ • = n - sunt în mod necesar îndeplinite ) ► [M ] Listați toți arborii direcționați etichetați ale căror vârfuri au un grad de intrare de sau (Vezi exercițiile și - ) [M ] Câți arbori liberi etichetați cu n vârfuri există? (Cu alte cuvinte, folosind n vârfuri, puteți construi grafice ( ), în funcție de care dintre cele ( ) muchii posibile sunt utilizate în grafic Câte dintre ele sunt astfel de grafice care sunt arbori liberi?) [M ] Câți arbori ordonați pot fi construiți cu n vârfuri etichetate? (Sugerați o formulă simplă bazată pe factoriali ) [M ] Toți arborii direcționați etichetați cu vârfurile - și rădăcina sunt afișați sub forma schemei ( ) Câți arbori ordonați etichetați cu aceste vârfuri și această rădăcină pot fi obținuți? [M ] Care este valoarea lui r(n, q) din ecuațiile ( ) și ( )? (Trimiteți o formulă explicită, deoarece această secțiune menționează doar relația r(n, n - ) = n ) [ ] Pe baza definiției de la sfârșitul acestei secțiuni, creați un model (( , , ), ( , , )) similar cu schema ( ) și găsiți un număr k care să corespundă la reprezentarea canonică cu t = , secvențe de culori „roșu, galben, albastru, roșu, galben, albastru, roșu, albastru, albastru” și „roșu, galben, albastru, galben, galben, albastru, galben” și secvențe de numere ; , , , ; , ► [M ] Fie Ui, U , • •■, Up, , U \ Vi, V , • ■ ■ ,VT să fie vârfuri ale unui graf direcționat, unde pentru t fix și pentru \z\ și |x - | suficient de mici [Folosiți faptul că Gm(z) = Gi(z)m în raționamentul dat după ecuația ( ) ] În această formulă, r reprezintă un număr real arbitrar [Cometariu Ca o consecință a acestei formule, obținem identitatea P 'Y Ek(r,t)En-k(S)t') = En(r + s, t"), fc = care implică teorema binomială a lui Abel, vezi ( ) în Secțiunea mier tot cu ( ) din aceeași secțiune ] [M ] Fie n, x, y, zi, zn numere întregi pozitive Se consideră mulțimea x + y + zi + ■ ■ ■ + zn + n vârfuri n, Sjk, tj ( Într-un arbore t-ary complet cu noduri interne { , , ,n}, părintele nodului k este nodul L(fc + t- )/tJ = \(k - )/i], iar copiii nodului k sunt nodurile t(fc- ) + , t(fc-l)+ , tfc+ Acest arbore are lungimea minimă a căii interne dintre toți arborii tri-ari cu n noduri interne În ex arată dovada că lungimea traseului său intern este egală cu - )R + )J- ( ) Aceste rezultate au o altă generalizare importantă când sunt privite dintr-un punct de vedere ușor diferit Fie date m numere reale wi, u > , , wm Sarcina este de a găsi un arbore binar extins cu m noduri externe și o astfel de corespondență între numerele wi, , wm și nodurile acestui arbore, în care suma este minimă, unde lj este lungimea căii de la rădăcina, iar suma este preluată peste toate nodurile externe De exemplu, având în vedere numerele , , , , se pot construi trei astfel de arbori binari extinși Aici lungimile căii „ponderate” £ wjh sunt , și, respectiv, (După cum puteți vedea din acest exemplu, nu este posibil să obțineți valoarea minimă a lungimii căii ponderate pentru greutățile , , și folosind un arbore complet echilibrat, deși, așa cum se arată mai sus, acest lucru este posibil într-un mod special caz, cu greutăți Wi = u? = • • • = wm = ) În diferiți algoritmi de computer, conceptul de lungime a unei căi ponderate poate fi interpretat în moduri diferite De exemplu, poate fi folosit pentru a îmbina secvențe ordonate cu lungimi wi,W , ,wm (vezi Capitolul ) Una dintre cele mai imediate aplicații ale acestui concept este că un arbore binar este privit ca un fel de program de căutare Căutarea începe de la rădăcină cu un test al unei anumite condiții, apoi, în funcție de rezultatul acesteia, se trece la una dintre cele două ramuri, unde se verifică din nou o condiție și așa mai departe De exemplu, dacă este necesar să se verifice adevărul a patru condiții diferite și probabilitățile adevărului lor sunt egale, respectiv și arborele care minimizează lungimea căii ponderate este procedura optimă de căutare [Aceste probabilități sunt egale cu ponderile date în ( ) atunci când sunt înmulțite cu un factor de normalizare de ] Următorul algoritm elegant de căutare a arborilor cu lungimea minimă a căii ponderate a fost propus de D Huffman [D Huffman, Proc IRE ( ), - ] Mai întâi trebuie să găsiți cele mai mici două greutăți w, de exemplu, w și „ După aceea, problema este rezolvată pentru m - greutăți wi + w , W , , wm și în soluția sa nodul înlocuit cu nod (nouă) (YU) Ca exemplu de utilizare a metodei Huffman, să găsim arborele optim pentru greutățile , , , , , , , , , , , , Pentru a face acest lucru, mai întâi îmbinați vârfurile + și găsiți o soluție pentru , , , , , apoi combinați + și așa mai departe În general, succesiunea de acțiuni va arăta astfel Prin urmare, o astfel de construcție Huffman va corespunde copacului (P) (Numerele din nodurile rotunde arată relația dintre arbore și pașii din calculul de mai sus; vezi și Exercițiul ) Nu este greu să demonstrăm prin inducție pe m că această metodă ne permite de fapt să minimizăm lungimea ponderată a drumului Să presupunem că ni se dau ponderi u > i și un arbore care minimizează lungimea traseului ponderată (Un astfel de arbore trebuie să existe, deoarece există doar un set finit de arbori binari cu m noduri de frunze ) Fie V nodul intern care se află la distanța maximă de rădăcină Dacă greutățile wi și w nu au fost încă atribuite copiilor nodului V, atunci acestea pot înlocui valorile care sunt deja acolo fără a crește lungimea căii ponderate Astfel, există un arbore care minimizează lungimea căii ponderate și conține un subarboresc ( ) Acum este ușor de demonstrat că lungimea căii ponderate a unui astfel de arbore este minimă dacă și numai dacă acest arbore cu subarborele ( ) înlocuit cu nodul ( ) are o lungime minimă a căii pentru greutățile Wi + w , w , , wm (vezi exercițiul ) Ori de câte ori două greutăți sunt combinate în construcție, acestea sunt cel puțin la fel de mari ca și greutățile care au fost combinate în pasul anterior, dacă toate w sunt numere nenegative Aceasta înseamnă că există o modalitate frumoasă de a găsi un arbore Huffman, cu condiția ca greutățile să fie în ordine nedescrescătoare Apoi este suficient să creați două cozi, dintre care una va conține greutățile originale, iar cealaltă - greutățile combinate La fiecare pas al acestei proceduri, cea mai mică greutate nefolosită va fi în fruntea uneia dintre cozi, așa că nu trebuie să o cauți În ex Figura arată cum să implementați această procedură atunci când lucrați cu ponderi negative În general, există mulți copaci care minimizează If in În algoritmul descris mai sus, atunci când ponderile sunt următoarea combinată, se folosește întotdeauna greutatea inițială, și nu greutatea combinată, atunci arborele obținut folosind acest algoritm va avea cea mai mică valoare de max lj și £ dintre toți arborii care minimizează ^ wjlj Dacă ponderile sunt pozitive, acest arbore minimizează, de asemenea, £ w>/( ) pentru orice funcție convexă / peste toți astfel de arbori [Cm E S Schwartz, Information and Control ( ), - ; G Markowsky, Acta Informatica ( ), - ] Metoda lui Huffman poate fi generalizată atât pentru arbori triari cât și pentru arbori binari (vezi exercițiul ) O altă generalizare importantă a metodei Huffman este discutată în secțiunea Discuția despre lungimea căii va fi continuată în Secțiunile , și EXERCIȚII [ ] Există alți arbori binari cu noduri interne și o lungime minimă a căii, alții decât arborele binar complet ( )? [ ] Desenați o diagramă a unui arbore binar extins cu noduri de frunze care conțin greutăți , , , , , , , , , , având o lungime minimă de cale ponderată [M J] Un arbore binar extins cu m noduri externe definește un set de lungimi de drum li,h, ■ ■ ■ , m de la rădăcină la nodurile externe corespunzătoare Dimpotrivă, având în vedere un set de numere li,h, ,it, este întotdeauna posibil să se construiască un arbore binar extins în care aceste numere sunt lungimi de drum aranjate într-o anumită ordine? Arătați că acest lucru este posibil dacă și numai dacă ,J = ► [M ] (Problema lui E S Schwartz și B Kallick) Arătați că există un arbore binar extins care minimizează i pentru care nodurile frunzelor, în ordine de la stânga la dreapta, conțin valorile wi, wi, • ■ ■, wm [De exemplu, arborele ( ) nu îndeplinește această condiție, deoarece greutățile din el sunt în ordinea , , , , , , , , , , , , Căutăm un arbore în care greutățile să fie în ordine crescătoare, condiție nu întotdeauna satisfăcută în construcția Huffman ] [HM ] Let B(w,z)=bnpwpzn, n,p> unde bpr este numărul de arbori binari cu n noduri și o cale internă de lungime p [Prin urmare, B(w, z) = + z + wz + (w + w )z + ( w -I- w + w )z + ■ • •; B(l,z) este funcția B(z) din ecuația ( ) din secțiunea ] a) Aflați relația funcțională care caracterizează B(u>,z) prin generalizarea -( ) b) Utilizați rezultatul (a) pentru a determina lungimea medie a căii intrinseci a unui arbore binar cu n noduri, presupunând că fiecare dintre arborii ~y( n) este echiprobabil c) Aflați valoarea asimptotică a acestei mărimi [ ] Ce relație, similară relației ( ), se poate stabili între numărul de noduri pătrate și rotunde, dacă un arbore t-ary este extins cu noduri pătrate, ca în ( )? [M ] Care este raportul dintre lungimile căilor exterioare și interioare într-un arbore t-ary? (Vezi exercițiul ; este necesar să se obțină o generalizare a ecuației ( ) ) [M ] Demonstrați validitatea formulei ( ) [M ] Numerele din nodurile rotunde ale arborelui ( ) sunt egale cu suma greutăților de la nodurile exterioare ale subarborilor corespunzători Arătați că suma tuturor valorilor de la nodurile rotunde este egală cu lungimea ponderată a căii ► [M b] (Problema lui D Huffman ) Arătați cum puteți construi un arbore t-ary cu o lungime minimă de cale ponderată pentru greutăți nenegative date wi, w, • ■ •, buc Construiți un arbore ternar optim pentru greutățile , , , , , , , , , [ ] Există o relație între arborele binar complet ( ) și notația zecimală Dewey pentru arborii binari descriși în exercițiu - ? ► [M ] Fie ca un nod al arborelui binar să fie ales aleatoriu, iar o astfel de alegere este la fel de probabilă pentru toate nodurile arborelui Arătați că dimensiunea medie a unui subarboresc înrădăcinat la acest nod este legată de lungimea căii arborelui dat [ ] Creați un algoritm care, având în vedere m ponderi wi dat [M ] (Problema lui F K Hwang (F K Hwang) ) două seturi de greutăți spre a - pentru - t' j=ij=i Demonstrați că lungimea minimă a căii ponderate satisface inegalitatea t t w w />- j=ij=i [HM ] (Problemă x de P Glassey (C R Glassey) și R M Karp (R M Kagr) ) Fie i, , Sm-i — numere din nodurile interne (rotunde) ale arborelui binar extins format folosind algoritmul Huffman, aranjate în ordinea construcției acestuia Fie Si, , greutățile nodurilor interne ale unui arbore binar spațial arbitrar astfel încât ci setul de greutăți {w, , wm}, care sunt enumerate într-o astfel de ordine arbitrară încât fiecare nod intern non-rădăcină este plasat înaintea părintelui său (a) Demonstrați că spre a sj - pentru t' j=ij=i (b) Rezultatul (a) este echivalent cu expresia m— t— j=i pentru fiecare funcție concavă nedescrescătoare f, și anume, pentru fiecare funcție / cu f(x) > și f"(x) și D /(n) = &f(n + ) - D/(n) pentru atomi REF: Dacă T = , atunci REF este numărul de referință (vezi mai jos); dacă T = , atunci REF indică titlul Listei subListei luate în considerare; dacă T > , atunci REF indică nodul care conține bitul de marcare și octeți de informații atomice RLINK: indicatori utilizați într-o listă normală sau circulară ( ) b) Format de două cuvinte: S T LLINK RLINK INF (nouă) (YU) S, T: La fel ca în ( ) LLINK, RLINK: indicatori obișnuiți care sunt utilizați în liste dublu legate ( ) INF : Cuvânt complet cu datele nodului; în nodul antet, se poate păstrați un număr de linkuri; un pointer curent către o componentă Listă internă, folosită pentru a simplifica parcurgerea liniară a Listei; nume simbolic etc Dacă T este , atunci conține și câmpul DLINK ) Este clar că Listele sunt structuri de tip foarte general Într-adevăr, pare perfect valabil să spunem că orice structură, oricare ar fi ea, poate fi reprezentată ca o Listă, având în vedere convențiile corespunzătoare Datorită acestei versatilități a listelor, multe sisteme de programare au fost dezvoltate pentru a simplifica lucrul cu ele Mai mult, pentru un computer de aproape orice tip, există de obicei mai multe astfel de sisteme simultan Acestea se bazează pe un format de nod universal, cum ar fi cel prezentat mai sus în diagramele ( ) și ( ), care sunt concepute special pentru organizarea mai flexibilă a operațiunilor cu Liste De fapt, este clar că un astfel de format generic nu este de obicei cea mai bună soluție pentru o anumită problemă, așa că programele generice rulează mult mai lent decât un sistem cu setări pentru o anumită sarcină De exemplu, este ușor de observat că, dacă ar fi să folosim o reprezentare generică Listă precum ( ) sau ( ) în aproape toate aplicațiile cu care am lucrat până acum în acest capitol, în loc de formatul lor de nod, asta ar face ele mult mai complicate codul Adesea, la procesarea nodurilor Listă, este necesar să se verifice conținutul câmpului T, care nu era necesar în niciunul dintre programele enumerate mai sus Această pierdere de eficiență cu un sistem generic este în multe cazuri compensată de ușurința relativă de programare și timpul redus de depanare ) Există, de asemenea, o diferență extrem de importantă între algoritmii de procesare a listelor și algoritmii prezentați mai devreme în acest capitol Deoarece o listă poate fi conținută în mai multe liste simultan, este complet neclar când ar trebui să fie returnată la pool-ul de memorie liber Până acum, în algoritmii noștri, ori de câte ori nu mai era nevoie de nodul NODE(X), se menționa comanda „AVAIL M, terminați algoritmul (Variabila KI reprezintă cea mai mică adresă la care puteți reveni la nodul care urmează să fie marcat ) În caz contrar, dacă NODE(Kl) este un atom sau un nod neetichetat, creșteți KI cu și repetați acest pas Dacă NODE(Kl) este marcat, atunci setați K , setați S(REF(P)) unități de timp pentru a reveni la memoria liberă a unui nod Iar la umplerea p = | costurile de timp corespunzătoare vor fi numai |сі + |сг unități de timp Dacă nu utilizați metoda de colectare a gunoiului, atunci timpul necesar pentru a returna un nod în memoria liberă va fi egal cu niște cs constante, iar raportul cs / u este puțin probabil să fie foarte mare Prin urmare, nu este greu de concluzionat cât de ineficientă este metoda de colectare a gunoiului cu un grad ridicat de umplere a memoriei și, în consecință, cât de eficientă este cu o ușoară umplere a memoriei Este tipic pentru multe programe ca raportul dintre numărul de noduri etichetate și cantitatea totală de memorie p = N/M este destul de mic Dacă în astfel de cazuri pool-ul se umple complet, atunci probabil cel mai bine este să mutați toate Listele active într-un alt pool de aceeași dimensiune, folosind cel menționat în ex de copiere, dar fără a vă face griji cu privire la păstrarea conținutului nodurilor copiate Apoi, când al doilea pool se umple, puteți muta din nou datele în primul pool Datorită acestei metode, în RAM pot fi stocate mult mai multe date în același timp, deoarece câmpurile de legătură ar indica nodurile învecinate Mai mult, nu ar fi nevoie să se aplice faza de marcare, iar alocarea memoriei ar fi pur și simplu secvențială Colectarea gunoiului poate fi utilizată împreună cu alte metode de returnare a celulelor în memoria liberă Ele nu se exclud reciproc, iar unele sisteme folosesc atât metoda de numărare a referințelor, cât și metoda de colectare a gunoiului, iar programatorul poate chiar șterge explicit nodurile Ideea principală în acest caz este să folosiți metoda de colectare a gunoiului doar „la extrem caz” când toate celelalte metode de returnare a celulelor de memorie neutilizate nu mai ajută Un sistem bine gândit care implementează această idee și include un mecanism de operare amânată cu contoare de referință pentru a obține o eficiență sporită a fost propus de L P Deutsch (L P Deutsch) și D G Bobrov (DG Bobrow) [vezi SACM ( ), - ] De asemenea, puteți utiliza o vizualizare secvențială pentru Liste, care economisește spațiul ocupat de multe câmpuri de legătură printr-un management mai complex al memoriei [Cm N E Wiseman și J O Hiles, Comp J ( ), - ; WJ Hansen, CACM ( ), - ; CJ Cheney, CACM ( ), - ] Daniel P Friedman și David S Wise au constatat că metoda de numărare a referințelor poate fi folosită cu succes chiar și atunci când Listele indică spre ele însele, atâta timp cât numărarea referințelor nu ține cont de unele câmpuri de conexiune [Inf Proc Scrisorile ( ), - ] În prezent, au fost acumulate un număr mare de variante îmbunătățite ale algoritmilor de colectare a gunoiului O analiză detaliată a întregii literaturi științifice pe această temă publicată până în , împreună cu comentarii cu privire la costul suplimentar al operațiunilor de acces la memorie la schimbarea paginilor de memorie între RAM și memoria de disc, poate fi găsită în recenzia lui J Cohen (Jacques Cohen) [Computing Surveys ( ), - ] Metodele de colectare a gunoiului descrise aici nu sunt potrivite pentru aplicațiile „în timp real”, unde toate operațiunile de bază ale lucrului cu Liste trebuie efectuate foarte rapid Chiar dacă colectarea gunoiului nu se face des, totuși va ocupa o parte destul de mare din timpul de calcul În ex discută câteva modalități de implementare a metodei de colectare a gunoiului în aplicații interactive Este trist că au mai rămas atât de puține informații inutile în aceste zile - OSCAR WILDE ( ) EXERCIȚII ► [M ] Secțiunea a arătat că un „arbore” este un caz special al noțiunii matematice „clasice” de „graf direcționat” Listele pot fi descrise în termeni de terminologie a teoriei grafurilor? [ ] Secțiunea arată că traversarea arborilor poate fi simplificată prin utilizarea unei reprezentări cusute a datelor în interiorul computerului Este posibil să flashăm în mod similar structura Listei? [M ] Demonstrați corectitudinea algoritmului E [Sugestie Vezi demonstrația algoritmului T-] [ ] Scrieți un program pentru calculatorul MIX care implementează algoritmul E când cu condiția ca nodurile să fie reprezentate de un singur cuvânt al calculatorului MIX, iar bitul de marcare MARK să fie în câmp ( : ) [“+” = , ” = ], nodul-atom ATOM este în câmp ( : ), ALINK— în câmp ( : ), BLINK în câmp ( : ) și A = De asemenea, determinați timpul de execuție a acestui program pe baza parametrilor corespunzători (Când lucrați cu un computer MIX, nu este atât de ușor să determinați dacă o locație de memorie este - sau + Prin urmare, această caracteristică vă poate afecta în mod semnificativ programul ) [ ] (Problema lui Schorr și Waite ) Propuneți un algoritm de etichetare care reprezintă este o combinație de algoritmi B și E cu următoarele proprietăți Rămân valabile ipotezele algoritmului E despre câmpurile din noduri etc Dar stiva auxiliară STACK[ ], STACK[ ], STACKEN] este folosită în același mod ca în algoritmul B, iar mecanismul Algoritmul E se aplică numai când stiva este plină [ ] În cuantificarea de la sfârșitul acestei secțiuni, se spune că timpul de execuție al unui program de colectare a gunoiului este de aproximativ ciN + C M unități Pe ce bază este inclus membrul „C M” în această evaluare? [ ] (Problema lui R W Floyd ) Creați un algoritm de etichetare care, ca și Algoritmul E, nu folosește o stivă auxiliară, cu excepția faptului că (i) are un management mult mai complex, deoarece fiecare nod conține MARK, ALINK și BLINK câmpuri și nu există câmpuri ATOM care să ajute la simplificarea managementului; (ii) are o manipulare mai simplă, deoarece etichetează doar un arbore binar, nu o listă generică În acest caz, legăturile ALINK și BLINK sunt legăturile normale LLINK și RLINK ale unui arbore binar ► [ ] (Problema lui L P Deutsch ) Creați un algoritm de marcare care, ca și algoritmii D și E, nu folosește memoria auxiliară pentru stivă Cu toate acestea, modificați această metodă astfel încât să poată fi utilizată pentru noduri de dimensiune variabilă și pentru un număr variabil de pointeri în următorul format Primul cuvânt al nodului conține două câmpuri: MARK și SIZE; câmpul MARK are aceeași semnificație ca în algoritmul E, iar câmpul SIZE conține numărul n > Aceasta înseamnă că după primul cuvânt există n cuvinte consecutive, fiecare dintre ele conține un câmp MARK (care este zero și trebuie să rămână deci) și un câmp LINK (care este L sau indică primul cuvânt al altui nod) De exemplu, un nod cu trei pointeri va conține patru cuvinte consecutive Primul cuvânt al doilea cuvânt al treilea cuvânt al patrulea cuvânt MARK = (va fi setat la ) MARK - LINK = primul indicator MARK = LINK = al doilea indicator MARK = LINK = al treilea indicator DIMENSIUNE = Algoritmul pe care l-ați creat ar trebui să eticheteze toate nodurile la care se poate ajunge de la un anumit nod RO ► [ ] (Problema D Edwards ) Creați un algoritm pentru a doua fază a colectării gunoiului care „împachetează memorie” în sensul de mai jos Fie NODE(l), , NODE(M) să fie noduri cu un singur cuvânt cu câmpuri MARK, ATOM, ALINK și BLINK așa cum este descris în algoritmul E Să presupunem că MARK = la toate nodurile non-gunoi Algoritmul dorit trebuie astfel să mute nodurile marcate (dacă este necesar) astfel încât acestea să fie situate în celule de memorie consecutive NODE(l), , NODE(K) Mai mult, în același timp, câmpurile ALINK și BLINK ale nodurilor care nu sunt atomi trebuie modificate astfel încât (dacă este necesar) să fie păstrată structura Listă ► [ ] Creați un algoritm pentru a copia structura Listă, presupunând că are o reprezentare internă ca ( ) (Astfel, copierea unei Liste al cărei antet este în colțul din stânga sus al diagramei ( ) folosind acest algoritm ar trebui să rezulte într-un nou set de Liste cu noduri cu o structură și date care sunt identice cu cele prezentate în diagrama ( ) ) Să presupunem că structura Listă este stocată în memorie și este organizată pe baza câmpurilor S, T, REF, RLINK ca în diagrama ( ) și că NODE(PO) este antetul Listei copiate De asemenea, presupuneți că câmpul REF din antetul fiecărei liste este egal cu A Pentru a evita utilizarea suplimentară a memoriei, în programul de copiere pe care l-ați creat Câmpurile REF trebuie utilizate (după ce programul este terminat, valorile lor inițiale ar trebui returnate) [L/ ] Orice structură Listă poate fi „extinsă complet” la o structură arborescentă prin repetarea tuturor elementelor care se suprapun până când nu mai rămâne niciun astfel de element De exemplu, extinderea unei Liste recursive în acest fel ar avea ca rezultat un arbore infinit: Extinderea unei Liste ( ) ar avea ca rezultat un arbore infinit cu următoarele primele patru niveluri: Creați un algoritm pentru a testa echivalența a două structuri Listă în sensul că structurile lor arborescente cu extensie completă au aceeași formă De exemplu, Listele A și B sunt echivalente în acest sens dacă A = (a: C, b, a-, (b: D)); B = (a: (b: D),b, a: E); C = (b: (a: C)); D= (a:(b:D))-, E = (b: (a: C)) [ ] (Problema lui M L Minsky) Timpul maxim de execuție pentru fiecare operație Listă este foarte strict [Indicaţie Cu toate precauțiile necesare în astfel de cazuri, este posibilă organizarea în paralel a operațiunilor de colectare a gunoiului și Listare ] STRUCTURI CONECTATE MULTIPL ACUM, după un studiu detaliat al listelor liniare și al structurilor arborescente, principiile reprezentării informațiilor structurale în cadrul unui computer ar trebui să fie evidente În această secțiune, vom lua în considerare o altă aplicare a unor astfel de metode, de data aceasta pentru un caz tipic cu informații structurale ceva mai complexe Aplicațiile de nivel superior folosesc de obicei mai mult de un tip de structură simultan O „structură cu mai multe legături” constă din noduri cu mai multe câmpuri de legătură la fiecare nod, mai degrabă decât doar unul sau două în structurile din exemplele anterioare Exemple de utilizare a relațiilor multiple au fost date mai sus, de exemplu, atunci când se modelează funcționarea unui lift în Secțiunea și se lucrează cu polinoame în multe variabile în Secțiunea După cum vom vedea mai jos, prezența multor tipuri diferite de legături într-un singur nod nu este neapărat însoțită de o complicație a creării sau percepției lor în comparație cu algoritmii deja luați în considerare În plus, vom răspunde la o altă întrebare importantă: Câtă informație structurală ar trebui să fie reprezentată explicit în memorie? Problema luată în considerare aici apare în legătură cu crearea unui program compilator pentru traducerea programelor în COBOL și în alte limbaje similare Când lucrează cu COBOL, un programator poate atribui nume simbolice variabilelor programului la mai multe niveluri De exemplu, un program s-ar putea ocupa de fișiere de date de vânzări și achiziții cu următoarea structură VÂNZĂRI CUMPĂRĂRI DATA DATA LUNI ZILE ZI LUNI ANI ANI TRANZACȚIA TRANZACȚIA articole articole ( ) CANTITATE CANTITATE PRET PRET TAX TAX CUMPĂRĂTOR EXPEDITOR NUME NUME ADRESĂ ADRESĂ Această diagramă a unor configurații de date arată că fiecare element al fișierului VÂNZĂRI (vânzări) este format din două părți: DATA (data) și TRANZACȚIE (tranzacție) Mai mult, DATA este împărțită în trei părți, iar TRANSACTION - în cinci părți Observații similare se aplică și fișierului CUMPĂRĂRI (cumpărare) Ordinea relativă a numelor indică ordinea în care aceste valori apar în reprezentările externe ale fișierului (de exemplu, pe bandă sau formulare tipărite) Rețineți că DAY și MONTH sunt într-o ordine diferită în aceste două fișiere Programatorul oferă și alte informații, care nu sunt prezentate aici, care spun cât spațiu de memorie ocupă fiecare element de date și în ce format sunt prezentate aceste date Astfel de considerații sunt irelevante pentru subiectul acestei secțiuni și, prin urmare, nu vor fi luate în considerare Când lucrează cu limbajul COBOL, programatorul descrie mai întâi formatul fișierului și alte variabile ale programului, iar apoi algoritmii care operează pe aceste valori Pentru a face referire la o singură variabilă din exemplul de mai sus, nu ar fi suficient să specificați pur și simplu numele DAY, deoarece nu există nicio modalitate de a specifica dacă este în VÂNZĂRI sau CUMPĂRĂRI Prin urmare, atunci când lucrați cu COBOL, puteți utiliza expresia DAY OF SALES pentru a indica faptul că elementul DAY face parte din elementul SALES Programatorul ar putea scrie, de asemenea, într-o formă mai completă ZIUA DATEI VÂNZĂRII, dar, în general, nu ar trebui să se acorde valorilor mai multe calificări (descrieri) decât este cu adevărat necesar, pentru a evita ambiguitatea Deci expresia NUMELE EXPEDITORULUI TRANZACȚIEI DE CUMPĂRĂRI poate fi redus la NUMELE EXPEDITORULUI, deoarece există o singură informație numită EXPEDITOR Aceste reguli de limbaj COBOL pot fi exprimate mai precis în forma următoare a) Fiecare nume este precedat de un număr întreg pozitiv asociat cu acesta, numit număr de nivel Numele se referă fie la cel mai simplu element, fie la un grup de unul sau mai multe elemente cu nume proprii În acest din urmă caz, toate elementele grupului trebuie să aibă același număr de nivel, care trebuie să fie mai mare decât numărul de nivel pentru numele grupului (De exemplu, elementele DATE și TRANSACTION din exemplul de mai sus sunt la nivelul , care este mai mare decât nivelul pentru elementul VÂNZĂRI ) b) Pentru a face referire la cel mai simplu element sau grup de elemente numit By, se folosește forma generală Lo OF Ai OF OF An, unde n > , iar Aj este numele unui element care este conținut direct sau indirect în grupul numit Aj+i pentru , ( ) mai întâi trebuie să găsiți numele Do în tabelul cu simboluri Mai mult, trebuie să existe un număr de legături de la poziția tabelului de simboluri la toate pozițiile tabelului de date care se referă la acest nume Apoi, pentru fiecare poziție a tabelului de date, va trebui să stabiliți o legătură cu grupul de elemente din care face parte Apoi, dacă există un câmp de legătură de la pozițiile tabelului de date la tabelul de simboluri, este ușor să vă dați seama cum să organizați procesarea legăturilor ca ( ) Mai mult, pentru a găsi perechile specificate în comanda MOVE CORRESPONDING va fi necesar să se stabilească unele relații de la pozițiile tabelului de date pentru fiecare element de grup la elementele individuale ale acestui grup Astfel, pentru fiecare poziție a tabelului de date, este necesar să se creeze încă cinci câmpuri de conexiune: PREV (link la poziția anterioară cu același nume, dacă există); PARENT (relație cu cel mai mic grup, dacă există, care conține elementul) ; NUME (asociat cu poziția tabelului simbol al elementului); COPIL (asocierea cu primul subelement al grupului); SIB (asocierea cu următorul subelement al grupului care conține elementul) Este clar că structurile de date COBOL, cum ar fi structurile VÂNZĂRI și CUMPĂRĂRI de mai sus, sunt arbori, iar relații precum PARENT, COPIL și SIB ne sunt deja familiare din materialul anterior (Reprezentarea normală a arborelui binar a unui arbore se bazează pe legăturile CHILD și SIB, iar adăugarea legăturii PARENT va avea ca rezultat un „arboresc cu trei legături” Cele cinci legături menționate mai sus constau din aceste trei legături, împreună cu PREV și Link-uri NAME, care transportă informații suplimentare despre acest arbore structura ) Probabil că nu toate cele cinci relații sunt necesare sau suficiente, dar să încercăm să creăm un algoritm cu presupunerea inițială că elementele tabelului de date conțin toate cele cinci câmpuri (și informații suplimentare care nu sunt relevante pentru această problemă) Ca exemplu de legare multiplă Luați în considerare aceste două structuri de date COBOL: A N V F C G E D B C ( ) F E G D G Acestea trebuie prezentate sub forma ( ) (cu link-uri indicate sub formă simbolică) Câmpul LINK din fiecare intrare din tabelul de simboluri indică ultima intrare din tabelul de date întâlnită cu numele simbolic din intrarea din tabelul de simboluri În primul rând, trebuie să creați un algoritm pentru a construi acest tip de tabel de date Rețineți că COBOL oferă flexibilitate în alegerea numerelor de nivel Structura din stânga ( ) este complet echivalentă cu structura A V C D, E F g deoarece numerele de nivel nu trebuie să fie numere consecutive tabelul de simboluri LEGĂTURĂ A: A AI: B: B B : C: C C : D: D D : E: E EZ: F: F F : G: G G : H: H H : F : Celulele goale conțin informații, B : nu are legătură cu această sarcină gg: D : G : tabel de date PREV NUME PĂRINTE COPIL SIB L L A VZ H L AI V С ЕЗ L VZ S L D L VZ D L L L AI E L F L Al F G L L F G 'L L L L N F L F H F G B G F G L L VZ H V L S S N S E L E C E L D D C D R G G C G L L (cinci) Cu toate acestea, unele secvențe de numere de nivel nu sunt permise De exemplu, dacă numărul de nivel pentru elementul D din ( ) ar fi înlocuit cu numărul (oriunde), s-ar obține o configurație de date fără sens care încalcă regula conform căreia toate elementele unui grup trebuie să aibă același număr Prin urmare, următorul algoritm verifică dacă regula (a) a limbajului COBOL este respectată Algoritmul A (Construirea unui tabel de date) Acest algoritm produce o secvență de perechi (L, P), unde L este un număr întreg pozitiv care denotă numărul nivelului și P este poziția tabelului de simboluri corespunzătoare structurilor de date COBOL, cum ar fi ( ) Acest algoritm creează un tabel de date similar cu cel de mai sus din exemplul ( ) Când P indică o poziție a tabelului de simboluri care nu a fost întâlnită anterior, legătura LINK(P) devine L Acest algoritm folosește o stivă auxiliară care este tratată ca o stivă normală (pe baza alocării secvențiale de memorie ca în secțiunea sau bazată pe alocarea de memorie asociată, ca în secțiunea ) AI [Inițializare ] Împingeți elementul (O, L) pe stivă (În acest algoritm, stiva va conține perechi (L, P), unde L este un număr întreg și P este un pointer În cursul algoritmului, stiva conține numărul de nivel și pointeri către ultimele poziții de date din toate nivelurile din acest arbore care sunt situate deasupra nivelului curent De exemplu, în exemplul de mai sus, până când apare perechea F, stiva va conține perechi (O, L) ( , A ) ( , EZ) de jos în sus ) A [Element următor ]^ Fie (L,P) următorul element de date preluat din fluxul de intrare După ce fluxul de intrare este epuizat, execuția algoritmului se oprește Setați Q = AVAIL (adică să fie Q adresa unui nou nod unde poate fi plasată următoarea poziție a tabelului de date) AZ [Setarea link-urilor pentru nume simbolice ] Set PREV(Q) e- LINK(P), LINK(P) „-Q, NAME(Q) L, atunci îndepărtați elementul superior al stivei Să fie, de exemplu, (L ,P ) noul element care tocmai a fost eliminat din partea de sus a stivei Apoi repetați pasul A Dacă LI ( ) Un compilator bun ar trebui să ofere și o verificare a lipsei de ambiguitate a unei astfel de referințe În acest caz, următorul algoritm se sugerează imediat (Fig ) Tot ce trebuie făcut acum este să parcurgeți lista de intrări din tabelul de date pentru numele Ao și să vă asigurați că exact una dintre ele se potrivește cu calificările Ai, , An Algoritmul B (Verificarea unei referințe calificate) În conformitate cu referința ( ), programul tabel de simboluri va găsi pointerii Po, Pi, ■ ■ ■ , Pc la pozițiile tabelului de simboluri Ao, Ai, , respectiv An Scopul acestui algoritm este de a verifica Pq, Pi, ■ , Pn și fie de a determina dacă referința ( ) este greșită, fie de a seta valoarea variabilei Q la adresa poziției tabelului de date pentru elementul referit de către ( ) ÎN [Inițializare ] Setați Q e-L, R e- LINK(Pq), LA [Gata?] Dacă P - L, atunci algoritmul se oprește; în acest moment, Q este egal cu A dacă ( ) nu corespunde nici unei poziții din tabelul de date Dar dacă La etaj Orez Algoritm pentru verificarea legăturilor în limbajul COBOL R / L, setați S P și la (S este o variabilă pointer ale cărei valori variază de la P și conduce în arbore de-a lungul legăturilor PĂRINTE; k este o variabilă întreagă care ia valori de la la n În practică , pointerii Po, , Pn sunt adesea conținuți într-o listă legată, caz în care o variabilă pointer este folosită în loc de k pentru a parcurge lista; vezi exercițiul ) VZ [S-a găsit o potrivire?] Dacă k și n nume X , Ai, , Ap i astfel încât a' = Lo F L! F F Lp i OF o, / ' = Lo F Li OF OF Lp-i OF / U iar fie a', fie ( ' este cel mai simplu element (si nu un grup de elemente) Mai mult, este necesar ca in ( ) sa fie indicata calificarea deplina a primelor niveluri, si anume ca Aj+ este parintele de Aj pentru [IO] Estimați timpul de execuție al algoritmului A [dd] Structurile de date PL/I sunt similare structurilor COBOL, dar orice succesiune de numere de nivel este permisă în ele De exemplu, secvența ІА ІА ZV V B C este echivalent cu secvența C D D E E Ca urmare, regula (a) este modificată în acest fel: „Elementele unui grup trebuie să aibă o succesiune necrescătoare de numere de nivel, toate acestea trebuie să fie mai mari decât numărul de nivel de grup al acestui grup” Cum ar trebui modificat algoritmul A astfel încât trece de la convențiile COBOL la convențiile PL/I? ► [ ] Algoritmul A nu va detecta o eroare dacă un programator dintr-un program COBOL încalcă regula (c) menționată în această secțiune Cum ar trebui modificat algoritmul A astfel încât doar structurile care îndeplinesc regula (c) să fie acceptate? [ ] În practică, algoritmul B poate primi din fluxul de intrare o listă legată de referințe la tabelul de simboluri, și nu ceea ce a fost numit anterior „Po, Pi, • • •, Pn” Fie T o variabilă pointer astfel încât INFO(T)=P , INFO(RLINK(T))=Pi, INFO(RLINK[n](T))=Pn, RLINK[n+ ](T)=L Arată cum algoritmul B poate fi modificat pentru a accepta o listă legată ca intrare [ ] PL/I permite structuri de date care sunt similare în multe privințe cu cele din COBOL, dar fără constrângere (c) În schimb, obținem o regulă conform căreia o referință calificată ( ) este lipsită de ambiguitate dacă este specificată o calificare „plină”, adică dacă Aj+i este părintele lui Aj pentru n cuvinte disponibile și să reduceți dimensiunea acesteia la m - n (În plus, când m = n, ar trebui să eliminați acest bloc este din lista celor libere ) Pot exista mai multe blocuri de dimensiunea n sau mai multe celule și, prin urmare, o întrebare se transformă în alta: „Ce zonă ar trebui alocată?” Cele două răspunsuri principale la această întrebare sunt de la sine înțelese: se poate folosi metoda cea mai bună potrivire sau metoda cea mai bună potrivire În primul caz, alegem o zonă cu m locații de memorie, unde m este cea mai mică valoare disponibilă, nu mai mică de n O astfel de alegere poate necesita căutarea prin întreaga listă de spațiu liber Metoda de primă potrivire, pe de altă parte, selectează pur și simplu prima zonă potrivită de cel puțin n cuvinte Din punct de vedere istoric, metoda cea mai bună potrivire a fost folosită mai des, deoarece pare mai rezonabil să salvezi suprafețe mari libere pentru mai târziu, când ar putea fi necesare Cu toate acestea, există câteva plângeri cu privire la această metodă: este destul de lentă, deoarece necesită o căutare lungă și completă, iar dacă nu este mult mai bună decât metoda de primă adaptare în alte privințe, atunci timpul de alocare nu poate fi neglijat la evaluarea metodei Mai important, metoda cea mai potrivită tinde să crească numărul de blocuri mici de memorie libere, ceea ce este de obicei nedorit Există o serie de situații în care metoda first-fit este superioară metodei best-fit Deci, de exemplu, să presupunem că există doar două zone de memorie libere de dimensiunea și și trei solicitări consecutive pentru a aloca blocuri de memorie de dimensiunea , și Interogați zonele disponibile, zonele disponibile, metoda blocului Prima cea mai bună metodă dimensiune potrivită potrivită — , , ( ) , , , , , Nu este necesar bloc (Un exemplu opus este dat în exercițiul ) Deoarece nicio metodă nu este net superioară alteia, poate fi recomandată metoda cea mai bună* Algoritmul A (metoda First-fit) Lăsați AVAIL să indice primul bloc de memorie disponibil și să presupunem că fiecare bloc liber la adresa P are două câmpuri: SIZE(P) este numărul de cuvinte din bloc și LINK(P) este un pointer către următorul bloc liber Ultimul indicator este L (care indică sfârșitul listei de blocuri de memorie libere) Algoritmul găsește și alocă un bloc de N cuvinte (sau raportează că memoria solicitată nu poate fi alocată) AI [Inițializare ] Setați Q -f - LOC(AVAIL) (Peste tot în algoritm se folosesc doi pointeri, Q și P, care, în general, sunt legați prin relația P = LINK(Q) Presupunem că LINK(LOC(AVAIL)) = AVAIL ) A [Sfârșitul listei?] Setați P N, mergeți la pasul A ; în caz contrar, setaţi Q • "- P şi reveniţi la pasul A A [Selectare bloc ] Setați K N ] Setați K -f - SIZE(P) - N Dacă K În această diagramă, zonele negre de memorie din stânga și din dreapta sunt rezervate și indisponibile La cerere, puteți rezerva o parte dintr-o zonă de memorie despre care se știe că este liberă: Dacă are loc o colectare de gunoi în acest moment, vor exista două zone libere separate de memorie: Granițele dintre memoria liberă și cea alocată au tendința de a se auto-replica, iar lucrurile se înrăutățesc în timp Dar dacă politica ar returna imediat blocurile de memorie eliberate în lista AVAIL și ar îmbina blocurile libere adiacente, atunci ( ) s-ar transforma imediat în W S) iar la alocarea memoriei, am obține o astfel de distribuție a blocurilor de memorie M ' - ■■■! care este mult mai bun decât ( ) După cum puteți vedea, acest fenomen provoacă mai multă fragmentare a memoriei atunci când utilizați metoda de colectare a gunoiului decât ar trebui Pentru a remedia această problemă, puteți utiliza colectarea gunoiului împreună cu procesul de compactare a memoriei, adică mutarea tuturor blocurilor alocate în poziții adiacente, astfel încât după colectarea gunoiului toate blocurile libere să fie îmbinate Algoritmul de alocare a memoriei în această situație devine, spre deosebire de Algoritmul A, banal, deoarece în orice moment există un singur bloc liber În timp ce această abordare necesită timp pentru a muta toate blocurile implicate și a modifica valorile legăturilor acestora, metoda poate fi utilizată cu suficientă eficiență, cu condiția ca utilizarea pointerilor să fie disciplinată și să existe un câmp de legătură de rezervă în fiecare bloc utilizat de algoritmul de colectare a gunoiului * (vezi exercițiul ) * Trebuie remarcat aici că această metodă nu este aplicabilă tuturor limbajelor de programare Când mutați un bloc de memorie, indicatorii acestuia către Deoarece multe aplicații nu îndeplinesc aceste cerințe de colectare a gunoiului, să ne uităm la metodele de returnare a blocurilor de memorie în lista liberă Singura dificultate în aceste metode este de a îmbina blocurile libere adiacente de memorie Deci, atunci când un bloc este eliberat între două blocuri libere, toate cele trei zone de memorie trebuie îmbinate într-una singură Astfel, se realizează un echilibru bun al memoriei chiar și cu un proces lung și continuu de alocare și eliberare a zonelor de memorie (Pentru dovada acestui fapt, consultați regula „ %” de mai jos ) În acest caz, sarcina este de a determina dacă zona de memorie învecinată (pe o parte sau pe cealaltă) este liberă, iar dacă este liberă, atunci este necesară actualizarea corectă a listei AVAIL Ultima operație este ceva mai complicată decât sugerează numele Prima soluție la această problemă este păstrarea listei AVAIL în ordine crescătoare a adreselor de memorie Algoritmul B (Eliberare într-o listă sortată) În ipotezele algoritmului A, cu ipoteza suplimentară că lista AVAIL este ordonată după adrese de memorie (adică, dacă P indică un bloc liber și LINK(P) / A, atunci LINK(P) > P), acest algoritm adaugă un bloc de N celule consecutive, începând cu o adresă PO în lista AVAIL Desigur, se presupune că aceste celule N sunt deja libere ÎN [Inițializare ] Setați Q -LOC(AVAIL) (Vezi nota la pasul AI ) LA [Advance P ] Setați P -LINK(Q) Dacă P = L sau dacă P > RO, treceți la pasul OT; în caz contrar, setați Q -P și repetați pasul B JZ [Verificare limita superioară ] Dacă PO + N = P și R / L, setați N -N - SIZE(P) și setați LINK(PO) - LINK(P) În caz contrar, instalați LINK(PO) -P LA [Se verifică limita inferioară ] Dacă Q + SIZE(Q) = PO (presupunând că DIMENSIUNE (LOC (DISPONIBIL)) - Oh, deci condiția eșuează întotdeauna la Q = LOC(AVAIL)), setați SIZE(Q) - SIZE(Q) + N și LINK(Q) - LINK(PO) În caz contrar, setați LINK(Q) -PO, SIZE(PO) -N | La pașii B și B se realizează îmbinarea necesară; se are în vedere faptul că pointerii Q r, și avem C = fM + rIV > rM + rN m (|p + )rM Cantitatea totală de memorie utilizată este astfel Când p « , folosiți mai multe despre | celule de memorie nu este posibil Experimentele de simulare pentru sistemele de alocare dinamică a memoriei au fost efectuate cu trei distribuții de dimensiunea blocului S: ( ) o alegere la fel de probabilă a unui număr întreg din intervalul de la la ; ( ) alegerea mărimii ( , , , , , ) cu probabilități (|, |, |, ^) respectiv; ( ) alegere echiprobabilă a mărimii din set ( , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , ) Timpul T a fost de obicei un număr întreg distribuit uniform aleatoriu, variind de la la t pentru un t fix = , sau În plus, au fost efectuate experimente în care T la pasul R a fost un număr aleatoriu distribuit uniform în intervalul de la la min([|[/J, ), unde U este numărul de unități de timp rămase până la următorul eliberarea blocului ocupat din disponibil în prezent în sistem Această distribuție a timpului a fost folosită pentru a modela situația aproape ultimul intrat, primul ieșit: dacă T este întotdeauna ales este numărul de iterații necesare pentru a căuta un bloc suficient de mare, R > este numărul de împărțiri ale blocului în două (diferența inițială j este k în algoritmul R) și S > este numărul de fuziuni gemene în timpul funcționării algoritmului S Experimentele de simulare indică faptul că în aceste ipoteze privind distribuția dimensiunilor (S ) și timpul ales în intervalul de la la , se poate obține în medie A = , , / = = , (Mediile pentru distribuția timpului aproape-ultim-alocat-prima-eliberat descrisă mai sus sunt A = , , R = S - , ) Acest lucru arată că ambele metode sunt destul de rapide (sistemul dublu pentru MIX este oarecum mai rapid) Amintiți-vă că un sistem de gemeni necesită aproximativ % mai multă memorie dacă dimensiunile blocurilor nu sunt limitate la puteri de Momentul potrivit pentru a executa algoritmul de colectare și compactare a gunoiului din Ex este de aproximativ de unități atunci când se caută un nod liber, presupunând că colectarea gunoiului are loc atunci când memoria este pe jumătate plină, iar nodurile au o lungime medie de cuvinte cu două legături pe nod Avantajele și dezavantajele acestei metode sunt discutate în secțiunea Când memoria nu este foarte încărcată și sunt îndeplinite limitele adecvate, colectarea gunoiului și compactarea sunt destul de eficiente; de exemplu, pe un computer MIX, metoda de colectare a gunoiului este mai rapidă decât celelalte două, cu excepția cazului în care memoria este plină mai mult de o treime și nodurile sunt relativ mici Dacă sunt îndeplinite condițiile care stau la baza metodei de colectare a gunoiului, cea mai bună strategie poate fi împărțirea pool-ului de memorie în două jumătăți și efectuarea tuturor alocărilor de memorie ulterioare într-o jumătate În loc să eliberăm blocurile care devin neutilizate, pur și simplu așteptăm până când jumătatea actuală a memoriei este plină Apoi puteți copia toate datele active în cealaltă jumătate, în timp ce eliminați toate „găurile” dintre blocuri folosind o metodă similară cu cea din exercițiu Mărimea fiecărei jumătăți a bazinului se poate schimba la trecerea de la o jumătate la alta Tehnologiile menționate mai sus au fost aplicate altor algoritmi de alocare a memoriei Cu toate acestea, aceste metode s-au dovedit a fi atât de proaste în comparație cu algoritmii descriși în această secțiune, încât doar o scurtă descriere a acestora va fi dată aici a) Pentru fiecare dimensiune este utilizată o listă de DISPONIBILITATE diferită Un singur bloc liber este împărțit în două blocuri mai mici dacă este necesar, dar nu se încearcă recombinarea acestor blocuri Harta memoriei devine fragmentată în bucăți din ce în ce mai mici până când arată de-a dreptul îngrozitor O schemă simplă ca aceasta este practic echivalentă cu alocarea împărțită în zone neînrudite, câte o zonă pentru fiecare dimensiune de bloc b) S-a încercat efectuarea unei alocări pe două niveluri Memoria a fost împărțită în de sectoare mari Pentru a selecta blocuri mari de dimensiunea , sau (foarte rar - mari) sectoare învecinate, a fost folosită metoda de alocare a memoriei „head-on” Fiecare astfel de bloc mare a fost împărțit pentru a satisface cererile de alocare a memoriei până când nu a mai rămas nicio memorie în blocul mare actual (în acest caz, a început să fie folosit un alt bloc mare) Fiecare bloc mare a fost returnat în memoria liberă numai după eliberarea tuturor blocurilor de memorie alocate din acesta Această metodă aproape întotdeauna rămâne fără memorie rapid Deși această metodă specială de selecție pe două niveluri nu a fost funcțională cu datele utilizate de autor la modelarea distribuției dinamice, există situații (foarte rare în practică) când o strategie pe mai multe niveluri poate fi de preferată De exemplu, dacă un program mare rulează în mai multe etape, este posibil ca diferite tipuri de noduri să fie utilizate în diferite etape și anumite tipuri de noduri să fie utilizate numai în subrutine separate În unele programe, poate fi de dorit să se utilizeze mai multe strategii diferite de alocare a memoriei pentru diferite clase de noduri Ideea alocării memoriei peste zone, poate cu strategii diferite în fiecare zonă și cu posibilitatea de a elibera întreaga zonă, este discutată în Douglas T Ross, CACM ( ), - Alte rezultate empirice obţinute în urma studiului alocării memoriei dinamice sunt date în următoarele lucrări: B Randell, CACM ( ), - , ; P W Purdotn, S M Stigler şi T O Cheam, BIT ( ), - ; W H Margolin, R P Parmelee şi M Schatzoff, IBM Systems J ( ), - ; JA Campbell, Comp J ( ), - ; John Y Shore, CACM ( ), - ; Norman R Nielsen, CACM ( ), - *E Metoda de potrivire distribuită Dacă distribuția dimensiunilor blocurilor este cunoscută dinainte și toate blocurile sunt eliberate cu probabilitate egală, indiferent de momentul în care sunt alocate, se poate folosi tehnologia (care în aceste ipoteze este superioară tehnologiilor de uz general) propusă de E G Coffman, Jr (E G Coffman, Jt ) și F T Leyton (F T Lelghton) [J Computer&tid System Sci , ( ), - ] „Metoda lor de ajustare distribuită” funcționează prin împărțirea memoriei în aproximativ N + v*WlgN sloturi, unde N este numărul maxim de blocuri care vor fi procesate în stare staționară Fiecare slot are o dimensiune fixă, deși sloturi diferite pot avea diferite dimensiuni Principalul lucru este că orice slot are limite fixe și poate fi fie gol, fie conține un singur bloc alocat Primele N sloturi ale schemei Coffman-Leighton sunt aranjate conform distribuției mărimii date, iar sloturile y/Ă^lgN rămase au dimensiunea maximă De exemplu, presupunând că dimensiunile blocurilor sunt distribuite uniform între și și dacă N " astfel de blocuri trebuie procesate, memoria ar fi împărțită în N/ = ½ sloturi pentru fiecare dimensiune , , , , urmată de „zonă de depășire” care conține = x = blocuri de dimensiunea Când sistemul rulează la încărcare maximă, este de așteptat să funcționeze cu N blocuri de dimensiune medie care ocupă „ + E celule de memorie ( aceasta este cantitatea de memorie alocată pentru primele N sloturi) Cu exceptia în plus, există • = $ celule de memorie pentru procesarea abaterilor aleatoare; această suprasarcină suplimentară este O( V /a log /V) din memoria totală, spre deosebire de a fi proporțională cu W în cazul sistemului de gemeni și devine nesemnificativă ca IV -> oo În exemplul nostru, totuși, suprasarcina rămâne la % din memoria totală Fantele trebuie plasate într-o astfel de ordine încât sloturile mai mici să le precedă pe cele mai mari Cu acest aranjament, blocurile pot fi alocate folosind fie tehnologia first-fit, fie cea mai bună (în acest caz, ambele metode sunt echivalente, deoarece dimensiunile sloturilor sunt ordonate) Conform ipotezelor noastre, acțiunea tehnicii descrise este de a începe căutarea într-un loc esențial aleatoriu printre primele sloturi IV la o nouă cerere de alocare a memoriei și de a continua până când este găsit un slot gol Dacă slotul de pornire pentru fiecare căutare este într-adevăr ales aleatoriu între și AG, nu vor exista incursiuni frecvente în regiunea de debordare Într-adevăr, dacă inserăm exact elemente, pornind de la sloturi aleatorii, debordarea se va produce în medie doar O(y/?V) ori Explicația pentru acest fapt este că se poate compara acest algoritm cu hashing cu explorarea liniară (algoritmul L), care are același comportament, dar căutarea unei celule goale revine de la N la în loc să meargă în regiunea de overflow O analiză a algoritmului L din teorema K arată că atunci când sunt inserate N elemente, offset-ul mediu al fiecărui element față de adresa lui hash este j(Q(N) - ) ~ y/irN/ Din simetria circulară rezultă că această medie este aceeași cu numărul mediu de tranziții de căutare de la slotul k la slotul k + pentru fiecare k Depășirile în metoda de potrivire distribuită corespund căutărilor care merg de la slotul N la slotul , singura diferență fiind că situația noastră este și mai bună, deoarece unele depășiri pot fi evitate fără întoarcere Astfel, mai puțin de i/irN/ au loc în medie depășiri Această analiză nu ia în considerare ștergerile, care păstrează ipotezele algoritmului L doar în cazul în care mutăm blocurile înapoi când ștergem un alt bloc între sloturile lor inițiale și cele alocate (vezi algoritmul R) De asemenea, totuși, mutarea lor înapoi nu face decât să mărească șansa de revărsare Analiza noastră este, de asemenea, incorectă pentru calcularea impactului de a avea mai mult de W blocuri în același timp; acest lucru se poate întâmpla dacă presupunem că timpul dintre alocările de bloc este I/N din durata lor de viață Dacă există mai mult de N blocuri, este necesară o analiză extinsă a algoritmului L, dar Coffman și Layton au arătat că o regiune de debordare aproape niciodată nu va necesita mai mult de sloturi y/Ă g /V; probabilitatea de a finaliza munca este mai mică de (nm) pentru toate M În exemplul nostru, intervalul de pornire pentru căutare în timpul alocării nu este eșantionat uniform între sloturile , , ,N În schimb, este eșantionat uniform între sloturile , , , ,IV- , deoarece există N/ = de sloturi de fiecare dimensiune Dar o astfel de abatere de la tiparul aleatoriu discutat în secțiunea anterioară face ca debordarea să fie chiar mai puțin probabilă decât se prevedea Cu toate acestea, nu ar trebui să pariați dacă ipotezele despre distribuția dimensiunii blocului și a timpului blocului sunt încălcate F Debordare Ce ar trebui făcut dacă nu mai există spațiu liber? Să presupunem că a venit o solicitare pentru n cuvinte consecutive, în timp ce toate blocurile sunt prea mici Prima dată când se întâmplă acest lucru, există de obicei mai mult de n locații de memorie disponibile, dar acestea nu sunt în succesiune Compactarea memoriei (adică mutarea unora dintre celulele utilizate astfel încât celulele de memorie disponibile să fie adunate împreună) ar putea permite cererilor să continue să fie procesate Compactarea, totuși, este un proces lent care necesită o disciplină strictă în utilizarea pointerilor* În plus, în marea majoritate a cazurilor, atunci când se folosește metoda first-fit, indiferent de câte ori se efectuează compactarea, memoria este în cele din urmă complet epuizată Astfel, în general, nu are sens să scriem programe pentru compactare, cu excepția cazurilor speciale legate de colectarea gunoiului (vezi exercițiul ) Dacă se anticipează un preaplin din timp, puteți „așeza paie” folosind unele dintre tehnicile de mutare a elementelor din memoria principală pe dispozitivele de stocare externe, asigurându-vă că elementul este returnat în memoria principală atunci când este necesar** Rezultă că, pentru o funcționare eficientă, toate programele care lucrează cu zone de memorie dinamică trebuie să fie strict limitate în ceea ce privește referințele permise la alte blocuri și, de asemenea, furnizate în hardware (de exemplu, trebuie să fie posibilă generarea unei întreruperi în absența datelor) în RAM sau paginare automată) Este necesară o anumită procedură pentru a decide care blocuri sunt cele mai bune candidate pentru ștergerea din memoria principală O idee este de a avea o listă dublu legată de blocuri alocate, fiecare bloc deplasându-se în partea de sus a listei atunci când este accesat Astfel, blocurile sunt sortate în ordinea ultimului acces la ele, iar blocurile situate la sfârșitul listei sunt eliminate mai întâi Un efect similar poate fi obținut mai simplu: trebuie să puneți blocul selectat într-o listă circulară și să includeți un bit „utilizat recent” în fiecare bloc Acest bit este setat la când este accesat un bloc Când este timpul să ștergeți un bloc, indicatorul se deplasează prin lista circulară, resetând toți biții „utilizați recent” la zero, până când este găsit un bloc care nu a fost accesat de la ultima dată când indicatorul a trecut prin acea parte a listei J M Robson a arătat [JACM ( ), - ] că strategiile de alocare dinamică a memoriei care nu migrează niciodată blocurile alocate nu pot garanta utilizarea eficientă a memoriei Întotdeauna vor exista situații patologice în care metoda va înceta să funcționeze De exemplu, chiar și atunci când blocurile sunt limitate la dimensiunile sau , depășirea poate apărea atunci când memoria este plină de aproximativ / , indiferent de algoritmul utilizat! Rezultatele interesante ale lui Robson sunt discutate în Ex - , precum și în ex * In acest caz sunt valabile toate observatiile facute mai sus in legatura cu metoda de colectare a gunoiului - Notă, trad ** Acest proces este cunoscut în literatura modernă ca swapping (swapptng) O altă notă este că dispozitivul de stocare extern, în principiu, poate fi RAM în sine - trebuie doar să ne amintim cum DOS a folosit memoria EMS / XMS, care nu era disponibilă pentru adresare directă - Notă, trad și , care arată că metoda cea mai bună potrivire are un caz foarte slab, cel mai rău, în comparație cu metoda primei potriviri G Pentru lecturi suplimentare Un studiu cuprinzător și o critică a tehnologiilor de alocare dinamică a memoriei, bazate pe mai mulți ani de experiență decât autorul acestei cărți, poate fi găsit în Paul R Wilson, Mark S Johnstone, Michael Neely și David Boles, Lecture Notes in Computer Science ( ), - EXERCIȚII [ ] Ce simplificări ale algoritmilor de alocare și dealocare a memoriei descriși în această secțiune pot fi făcute dacă presupunem că cererile de alocare și dealocare a memoriei ajung întotdeauna în ordinea stivei („ultimul alocat, primul dealocat”), adică niciun bloc nu este eliberat până când toate blocurile alocate după ce sunt eliberate? [HM ] (E Wolman) Să presupunem că doriți să alegeți o dimensiune fixă a nodului pentru elemente de lungime variabilă și să presupunem, de asemenea, că atunci când fiecare nod are lungimea k și elementul este de lungime /, să stocați un astfel de element , sunt utilizate nodurile [ /(k - b)) (aici b este o constantă care indică faptul că cuvintele b ale fiecărui nod conțin informații de control, de exemplu, o legătură către următorul nod) Dacă lungimea medie a unui element I este L, atunci care alegere de k minimizează cantitatea medie de memorie necesară? (Să presupunem că valoarea medie (//(k - b)) mod este egală cu / pentru orice k fix și variabilă / ) [ ] Utilizând simulări pe computer, comparați următoarele metode de alocare a memoriei: cea mai bună potrivire, cea mai bună potrivire și cea mai proastă potrivire În acest din urmă caz, cel mai mare bloc disponibil este întotdeauna selectat Există o diferență semnificativă în utilizarea memoriei? [ ] Scrieți un program MIX pentru algoritmul A, acordând o atenție deosebită accelerării buclei interioare Fie câmpul SIZE ( : ), câmpul LINK ( : ) și A și /(x) = oo pentru x mn - O(n + mr) [HM ] Continuând cu exercițiul , să presupunem că Npp(n, m) este memoria necesară pentru metoda first-fit Găsiți o strategie „defensivă” care să arate că Agre(n, m) r Algoritmul F (algoritmul lui Euclid) Sunt date două numere întregi pozitive Găsiți cel mai mare divizor comun al lor F [Rămânul diviziunii'm/n ] Împărțiți m la n și să fie m restul F [Este zero?] Dacă m = , atunci algoritmul se termină și răspunsul este n F [Restau n/m ] Împărțiți n la m și să fie n restul F [Este zero?] Dacă n = , atunci algoritmul se termină și răspunsul este m; altfel reveniți la pasul F | Folosind algoritmul E, obținem: n - , , , , , Răspuns: Nu are proprietățile de finitate, definiție și eficiență și, poate, nu are date de ieșire În ceea ce privește forma notației: nu există litere înaintea numerelor pașilor, scurte descrieri ale pașilor și simbolul Aplicând algoritmul E pentru n = și m = , , , , , constatăm că pasul E se realizează de , , , , respectiv ori Astfel, media este , = îs- În toate cazurile, cu excepția unui număr finit dintre ele, n > m Și dacă n > m, atunci în timpul primei iterații a algoritmului E, aceste numere pur și simplu își schimbă locurile; deci Um = Tm + Fie A = {a, b, c}, N - Algoritmul se va termina când vom obține șirul ascd (q)) dacă qo = q și qk+i = f' Teorema nu este demonstrată pentru n = Dacă în a doua parte a demonstrației luăm n = , atunci trebuie să presupunem că a- = Dacă această condiție este îndeplinită (adică a = ) , atunci teorema este într-adevăr adevărată De fapt, partea dreaptă a ecuației ar trebui să arate ca - /n O eroare apare la demonstrarea cazului n = , când partea stângă trebuie considerată fie lipsită de sens, fie egală cu zero (deoarece există n - termeni) Dacă n este un număr prim, atunci este evident că este un produs al numerelor prime În caz contrar, n factori, adică n = k pentru unele k și m, ; întrucât (n + I) - (n + ) = n - n - n, atunci, comparând termenii sumelor pentru valorile parametrilor n + și n, obținem că (n + )-a sumă este egală cu a n-a sumă plus p + ■ • ■ + p + (n + I) + (n + ) - ; de n ori iar acesta este egal cu n + n + n + n + = (n - ) (b) Deoarece primul termen al sumei (n + ) este cu două mai mult decât ultimul termen al sumei a n-a, atunci din relația ( ) obținem că I + + • ■ ■ + n este egal cu suma numerelor impare consecutive de la până la n + n - = (n(n + )/ ) = ( + + • • • + n) Pentru n = dovada este evidentă Dacă n > , atunci avem n+ = n > ( + /n) n, iar prin ipoteza de inducție aceasta este mai mare decât ( + /n) n = (n + I) (- )n(n + )/( (n + I) + ) Singurul moment netrivial al unei astfel de generalizări este calculul unui întreg q la pasul E Acest lucru se poate face prin scăderea repetată, reducând problema la a afla dacă u + vx/ este pozitiv, negativ sau egal cu zero, ceea ce nu mai este o problemă Este uşor de arătat că dacă u + vxfî = uz + ѵ y/ , atunci u = u și ѵ = ѵ, deoarece x/ este un număr irațional Acum este clar că și x/ nu au divizor comun dacă definim divizibilitatea în următorul sens: u + r\/ împarte i(u+r\/ ) dacă și numai dacă a este un număr întreg Un algoritm generalizat în acest fel calculează fracția continuă obișnuită a rapoartelor intrărilor sale (vezi secțiunea ) [Cometariu Să extindem noțiunea de divizibilitate astfel: spunem că u + «\/ împarte a(u + v\/ ) dacă și numai dacă a are forma u' + r/\/ , unde u' și v' -numerele întregi În acest caz, există o modalitate de a generaliza algoritmul E astfel încât să fie întotdeauna finit Într-adevăr, dacă la pasul E avem c = u + "\/ și d = u' + i>'\/ , atunci obținem c/d = c(u' - ii'\/ )/(u' - r/ ) = x + r/\/ , unde x și y sunt numere raționale Acum să fie q = u" + r/'\/ , unde u" și v" sunt cele mai apropiate numere întregi de x și y și puneți r = c - qd Dacă r = u"' + r/"y / , apoi |u"' - r/" ” la declarația A - (a) Fie A = S în (iii); rezultă că orice mulţime bine ordonată nevidă are un element minim (sau cel puţin) (b) Fie x - , atunci + ny ) / Vso) / R(i) Vs(j) / Ou;) / Să luăm una dintre sume (de exemplu, prima) și să o notăm după formula ( ) Apoi schimbăm limitele, transferăm termenii ao, , n de la unul la altul, iar conform formulei obținem a doua sumă * Punctul care separă părțile întregi și fracționale ale reprezentării binare a unui număr - Notă, trad Fie pentru tot i > ac+i)i = + , a ” Apoi, în partea stângă obținem - , iar în dreapta - f- , Nu; regula (d) se aplică numai atunci când n > (Pentru n = - , formula este adevărată, dar demonstrația nu este ) (m + )a j(ll/ n+ ) m(n - m + ) + |(n - m)(n - m + ); sau |(n(n + ) - m(m - )) j(n(n + ) - m(m - ))(c(c + ) - r(r - )), dacă m j” an dm—i • (b - l)Ș fc=o(n ~ k)bk + n + = ; această formulă rezultă din formula ( ) şi rezultat al ex s(;) az + s(;) aJ = ; az {■R(l)] + ; az[^( )] = ; az ([^(i)] + [^ )])i folosesc acum faptul că [fi(j)] + [S(j)] = [R(j) sau S(J)] + [R( j) și S(j)] În general, notația Iverson vă permite să efectuați operațiuni „inline” mai degrabă decât „subliniere” Pentru ( ) și ( ), este suficient să înlocuim pur și simplu semnul $ cu [}• În plus, avem Deoarece + x = x și x = x Acest lucru simplifică multe operații și egalități, cum ar fi regula (d) și analogul ei din exercițiul anterior Primii și ultimii pași se fac corect În al doilea pas, i este folosit în două scopuri diferite în același timp Și cel de-al treilea pas ar trebui probabil să arate așa: $ "=i n- Iată etapele cheie ale dovezii: Atunci produsul dorit este egal cu (P "= o a,) n + - (n + ) / p (a) o |xi|, , |xn| Expansiunea Laurent a integrandului converge uniform pentru |z| = R și arată astfel: zr~n ( -І ( - \l-Xl/zJ \l-Xn/zJ = ZT~n + (ті Ch -h Xn)zr n + (x? + X X + • • • )zT-n~ + • • • În integrarea termen cu termen, totul va dispărea cu excepția termenului cu coeficientul z~l Această metodă permite obținerea unei formule generale pentru un întreg arbitrar r > : + +j„=rn + l "> [JJ Sylvester, Quart J Math ( ), - ] Dacă cititorul a încercat din greu să rezolve această problemă fără să se uite înapoi, atunci scopul exercițiului a fost probabil atins Este greu de depășit tentația de a considera numărătorii ca polinoame în x și nu în k Și, fără îndoială, este mult mai ușor să demonstrezi relația mult mai generală k~l P = k^i • kf] n/(x + nj/) - P \u d i ( - / m *,) Este ușor de verificat dacă orice valoare a lui x este egală cu , deoarece matricea inversă oricărei matrice, a cărei rând sau coloană este formată numai din unele, trebuie să conțină elemente a căror sumă este egală cu Dacă niciunul dintre xx nu este egal cu unu, însumați elementele rândului i, ca în exercițiu și obținem Acum putem să însumăm această expresie peste r folosind ex pentru r = (înmulțind numărătorul și numitorul cu (x, - )) Aplicarea exercițiului , găsiți p cs - Eb' ~ W + /*)/ P (Xs-Xk')- = k=l / l unde signz = [i > ] - [i )> înmulțit cu det(btJ), unde bt] = + *;)- Acum din coloana k scădem (k) + )-lea coloană înmulțită cu , unde k - , , n - j și j = , , n - Ca rezultat, obținem det (cij), unde cf - x " J, care, în esență, definește matricea Vandermonde Continuând transformările ca în exercițiul , adică efectuând operații nu mai pe coloane, ci pe rânduri, obținem det(au) = P (^ - ~ l x Aceste din urmă proprietăți și faptul că pentru numerele întregi inegalitatea de tip m - [a:] > -x, de unde urmează rezultatul dorit [a: + |] Valoarea lui (-x rotunjit) va fi egală cu valoarea lui -(x rotunjit) cu excepția cazului în care x mod = | În acest din urmă caz, valori negative sunt rotunjite spre zero, în timp ce numerele pozitive sunt rotunjite spre zero Afirmația (a) este adevărată y/x\ = n n ” este satisfăcută, iar egalitatea este realizată dacă și numai dacă fie x, fie y este un număr întreg, fie x mod + y mod > , , , - - , , - , , - x = y Totul + , - Înmulțim ambele părți ale egalității ( ) cu z; pentru y - dovada este evidentă Ca exemplu, luați în considerare proprietatea A în raport cu înmulțirea Pentru unele numere întregi q și r avem a = b + qm și x = y + rm, deci ax = by + (br + yq + qrm)m Pentru un număr întreg k avem a - b = k și, de asemenea, k = (modulo s) Apoi, prin proprietatea B, k = (modulo s), deci a - b = qsr pentru un întreg q Înmulțim ambele părți ale comparației cu a' Conform exercitiului considerat mai devreme, exista cel putin o astfel de reprezentare Daca presupunem ca sunt doua reprezentari, n = pi p - qi qm, atunci obtinem ca qi qm = (mod pi) Prin urmare, dacă niciunul dintre numerele q nu este egal cu pі, atunci, conform proprietății B, toate pot fi anulate și rezultatul este = (modulo pі) Dar acest lucru este imposibil, deoarece pi nu este egal cu Prin urmare, unele q} sunt egale cu pi și n/pi = pa p = qi ■ ■ • Pi-iQi+i qm Acum, dacă n este un număr prim, se demonstrează teorema; în caz contrar, se poate demonstra prin inducție că aceste două factorizări ale lui n/pi în factori primi sunt aceleași Fie m = ax, unde a > și x > Atunci ax = , dar x (modulo m) Proprietatea A este întotdeauna adevărată pentru operațiile de adunare și scădere; proprietatea C este întotdeauna adevărată Dacă b nu este un multiplu al lui p, atunci b - este un multiplu, deci unul dintre factori trebuie să fie divizibil cu p Un număr arbitrar este relativ prim pentru p dacă și numai dacă nu este un multiplu al lui p Prin urmare, numărând numerele care nu sunt multiple ai lui p, obținem , se poate demonstra că funcția maxd\n /(d) este multiplicativă (vezi exercițiul - ) Fie n + m, fie n - m + este par, deci una dintre mărimile dintre paranteze drepte este un număr întreg Astfel, inegalitatea nestrictă din ex se transformă în egalitate și pe această bază obținem: (a) n; (b) n + b trebuie să fie un număr întreg > (Punem x = b ) Suficiența se dovedește ca în exercițiu Aceeași condiție este necesară și suficientă pentru | "logb x] - riogbWI- Notă RJ McEliece a subliniat o generalizare a acestui rezultat Fie / o funcție continuă, strict crescătoare, definită pe un interval A Să presupunem că dacă x aparține lui A, atunci și valorile funcțiilor [xj și [A] aparțin lui A Atunci enunțurile „L/(x )J = [/(L^ J)J pentru toți x din A” și „(/(M)) = [ (M) pentru toți x din A” sunt echivalente și sunt valabile dacă și numai dacă următoarea condiție este satisfăcut pentru toate x din A: „dacă valoarea funcției f(x) este un număr întreg, atunci x este și un număr întreg ” Evident, această condiție este necesară, deoarece dacă valoarea lui /(x) este un număr întreg egal cu [/((xj)] sau | (U) , atunci x trebuie să fie egal cu [zj sau |A] Și invers , dacă, de exemplu, [/(L^J)J k > , ambele părți cresc cu IcgeIIe ( ), : cazul y = n a fost considerat de S Hermite (C Hermite), Acta Math ( ), ] Să demonstrăm partea (f) Să luăm în considerare o identitate mai generală: Deoarece sin b \u d (e'c - e , c) / g \u d ( - e' , c) e, c "'"' / , această identitate este o consecință a următoarelor două formule: J "J е- ігпх și gTr(x-(l/ )+(fc/n)) ^(nx- / ) Prin urmare, dacă / este continuă , atunci f(x + ) - /(x) = c pentru tot x și, prin urmare, g(x) = /(x) - c[xj este replicativ și periodic Mai departe, е ”ѵд(у) / n / n + | J, adică cel mai apropiat număr întreg de >/ n Puteți da alte răspunsuri corecte: [\u e / p - [(-y / p + - ) / "|, ((h / tі - + l) / j, etc (a) Vezi ex - (b) Suma dată este n[logb nj - S, unde S \u d E k \u d E (b' - ) \u d (slogbnJ + - b) / (b - ) - LlogbnJ k+ este puterea lui b L\/nJ (n- s( [v ij + )([%/nJ - !) Pentru n negativ, această sumă este egală cu n + Rezultatul dorit se obține prin conversia ultimei sume și gruparea termenilor cu \m/m\ A doua formulă se obține imediat ca rezultat al înlocuirii: c- £o (b) [(n + - [n/ ])/ j = f(n - [n/ J)/ ] = [(n + [-n / ])/ "| = [|' n/ )/ ] = Г n/ ) = [( n + )/ j Penultima egalitate a fost demonstrată în exercițiul Deoarece /( ) = /(/( )) - /(/( ) + ) - /( ) + /( ), atunci /(n) - n pentru toate numerele întregi n Dacă /(|) = k , atunci funcția p(x) = - /(-x) îndeplinește condițiile (i) și (ii) și p(|) = - /(| ) y/tg și - y/tg (Folosește exercițiul ) Da, cu excepția cazului în care x este un întreg negativ sau zero Într-adevăr, mxm! [ t \ m-+oo x(x + ) (x + m) \ x + m + / p ~ [dkp + • • • + Oi) + (oj pfc + • • • + O ) + * ' * - ~ dk(pk + -'-+p + l) + '- - + ai = (dk(pk -!) + ••• + oo(p° - l))/(p - ) = (n - ak -ai-ao)/(p- ) Pentru fiecare n, ( - t/n)" = e e~'( - t/ n)n(l + t/n)n = e~'( - t /n )n > e~'( - t /n) (vezi exercițiul - ) ] Acum scădem din integrala dată Гm(az) și obținem e~ttx~ dt + / Jo Ca m -> oo prima dintre aceste integrale tinde spre zero, deoarece pentru t mare avem HV+V^-EO t Jo t Jo Dacă notăm coeficientul corespunzător cu c(n, j, ki, kz, ■ • ), atunci după diferențiere găsim c(n+ , j, ki, ) = c(n,j - l, ki - l,k , ) + (Li + l)c(n, j, ki + , & — , kz, • • •) + (ki + l)c(n, j, ki, ki + , kz - , ki, ) + ■■• Reţineţi că după implementarea etapei de inducţie se păstrează relaţiile ki + kz + ■ ■ ■ = j şi ki + kz + • ■■ = n Coeficientul n!/(ki! (I!)* kg'( !)* ) poate fi derivat din fiecare membru al părții din dreapta a relației pentru c(n + l,j, ki, ■ ); ca urmare, rămâne ki + k + k + • ■ ■ = n + (Este convenabil să se efectueze demonstrația în ipoteza că există infinit de k, deși este evident că kn+i = kn+ = • ■ ■ = ) Dovada de mai sus a folosit metode standard, dar nu oferă o explicație satisfăcătoare a motivului pentru care formula are o astfel de formă și cum era deschisă Să încercăm să răspundem la această întrebare cu ajutorul dovezii combinatorice propuse de H S Wall [V&P amer Matematică soc ( ), - ] Pentru comoditate, introducem notația w = D uw, Uk = Dxu Atunci Dx(w ) = w +iui și Dx(iik) - Uk+i Folosind aceste două relații și regula de diferențiere a produsului, obținem Dlxw=wiui DXW = (W U U + W W ) Dxw = ((W U U U - W U U + W U U ) - (W U U + shіod)) etc Prin analogie, putem construi tabelul corespunzător pentru seturi de partiții: Р = { } P = ({ }{ } + { , }) V* = (({ }{ }{ } + { , }{ } - { }{ , }) + ({ }{ , } + { , , })) etc Daca aiag ■ a este o partiție a mulțimii { , , , n - }, apoi definim formal T>a\d a = {n}aіO a + (ai U {n})ar a - aDaz U {n}) a -h aiag ,(a U {n}) Această regulă este o copie exactă a regulii de diferențiere hd x (,U) J ) — U^ " " U) Ux j -f- Ur • • • - W UriUr + l • • • W, - - W UriUr Urj+l, dacă membrul w uriur ■ ■ ■ uG} este asociat cu partiţia aiaz a cu rt elemente în ai, n la Dxw și este ușor de observat că T>n conține fiecare partiție a mulțimii { , , ,n} exact o dată (vezi exercițiul - ) Astfel, dacă grupăm termeni identici în Dxw, atunci obținem suma termenilor de forma c(fci, k , ■ ■ )wjuJ și* • • •, unde ; = kі -fa-H ■ ■ și n = fci - fa-b- ■ • , și c(fci, kъ, ■ ■ ) este numărul de partiții ale mulțimii { , , , n} în j subseturi, astfel încât să existe kі subseturi formate din t elemente Rămâne de calculat aceste partiții Se consideră mulțimi formate din cutii ki de capacitate t n \ n! , , , , , , , , , , , , , / !*i !*= !*z ' Pentru a obține c(fci, k-z, kz, ), trebuie să împărțiți această expresie la fa! fa! fa! • • •, deoarece celulele din fiecare grup kt nu diferă unele de altele și pot fi rearanjate în kі\ moduri fără nici un efect asupra partiției mulțimilor Dovada originală a lui Arbogast [Du Calcul des Dărivations (Strasbourg, ), § ] s-a bazat pe faptul că Dku/k' este coeficientul lui zk în expresie pentru u(x + z), iar D uw/j\ este coeficientul lui y în expresia pentru w(u + y} Rezultă că coeficientul lui zn în formula pentru w(u(x + z)) este egal cu D”w ^D uw X jl /Dxu\kl /Dxu\k (D?u\k' n' ~ Aî j'- fci!fc ! fc„! \ unu! ) V ! ) „\n\ ) =Q+kn= fcl+ Â! + +nkn=n ,kn> Formula lui Arbogast a rămas uitată mulți ani, iar apoi a fost redescoperită independent de F Faâ di Bruno [Quarterly J Math ( ), - ], care a remarcat că derivata poate fi reprezentată și ca determinant Dx = det -unu (Vb (V) "z" Un-I ■ \ (Vi ••• c:i)"n- (:z )"ni - ("o )"! ••• \ o - (°)ui / unde Uj - (D xu) Du Ambele părți ale acestei relații sunt operatori diferențiali care trebuie aplicați la w O generalizare a formulei Arbogast pentru o funcție a multor variabile, precum și o listă de referințe la alte lucrări pe acest subiect, pot fi găsite în IJ Good Anna/s of Mathematical Statistics ( ), - Propunem următoarea presupunere: ltn-io(n + x)!/(n! nx) - Este valabilă pentru întregul x De exemplu, dacă x este pozitiv, atunci expresia de sub semnul limită este ( + /n)( + /n) ( + x/n) iar pe măsură ce n tinde spre infinit, el tinde necondiționat spre unitate Dacă presupunem, de asemenea, că x\ = x(x - )!, atunci rezultă imediat din presupunerea că = Нт d lim + p—>oo P! Px p-"oo P! x iar aceasta este echivalentă cu definiția dată în text Din ( ) și ( ) rezultă că z(—z)! T(z) = lirnm ,K IKLiU - z/n)~ (l + z/n)~ n"/n! = n^J(fc + l)*/£ n mod p, atunci celălalt factor (£ £) este egal cu zero Asa de Astfel, formula noastră este valabilă în toate cazurile [American J Math ( ), - ; vezi, de asemenea, NJ Fine, AMM ( ), - ] Dacă a = arg + • • + ao, b = bgrg + ■ ■ ■ + bo și a + b = cgr + • • • + Co, atunci valoarea lui n (conform exercițiului - și relației ( )) este egal (ao + • • • + ar + bo + • • • + br - co - ■ • • - cg)/(p - ) Ca rezultat al unui transfer, c scade cu p, iar c , + i crește cu , ceea ce dă o modificare totală de + conform acestei formule [Afirmațiile similare sunt valabile pentru coeficienții q-nomiali și fibonomiali; vezi Knuth, Wilf, Creiie ( ), - ] Conform oricăruia dintre cele două exerciții anterioare, aceasta trebuie să fie cu unul mai mică decât puterea lui Și dacă generalizăm, atunci Q) nu este divizibil cu un număr prim p, (P+ ) + + H + (P+ ) + (P + ) \ ) \ J \ J \ J n n n n n(n + )(n + |)( n + Zn - ) „ U + T + T - Demonstrați prin inducție și relația de utilizare ( ) Putem presupune că r și s sunt numere întregi pozitive Mai mult, pentru toate x prin urmare coeficienții la xn trebuie să fie egali Partea stângă a egalității este un polinom de gradul n, iar partea dreaptă este un polinom de gradul mn + n + Ele coincid la n + puncte Dar acest lucru nu este suficient pentru a le dovedi identitatea (deși se dovedește că pentru mn = ambele părți sunt multipli ai unui polinom; și într-adevăr, pentru mn = aflăm că egalitatea este o identitate în , deoarece coincide cu ( )) Să presupunem că n > k-m termenul este P (r-tk-j) P (n- -r + tk-j) , demonstrăm prin inducție pe întregul m > pe care îl ține pentru (r, n - r + nt + Pentru Pentru a face acest lucru, folosim cele două exerciții anterioare și faptul că identitatea este valabilă pentru n - Astfel, identitatea (r, s, t, n) este valabilă pentru un număr infinit de valori ale lui s; în plus, este valabil pentru toți s, deoarece ambele părți ale acestuia sunt polinoame în z Folosind criteriul raportului* și estimări simple pentru valori mari ale lui k, se poate demonstra convergența seriei (Există o altă modalitate: folosiți teoria unei variabile complexe și arătați că funcția este analitică într-o vecinătate a punctului x = ) Avem J K • ș EC ') C "L ;> * - Acum punem x = /( + w), z = - u/( + ?r) +' Această dovadă se datorează lui H W Gould [AMM ( ), - ] Vezi și formule mai generale din Ex - și - Puteți începe cu identitatea ( ) E și pentru tot întregul m [Această sumă a fost obținută pentru prima dată în formă închisă de către JF Pfaff, Nova Acta Acad științific Petr ( ), - ] Avem r m + n y- y' /m - r + sX/'n + r - s\( k A n - k D kj JC) r + s\/n + r — s\fr \/m — r + s — jj )\ n —k J\m + nj/\ k — j =E( J wr / \m + n m - r + s Xm + n-j\ nj J' Înlocuind J) cu (m + J) și aplicând din nou ( ), obținem mn - r + S j J r\/r - m\ /r X / s\ mn)\n - ]) \mn) \ n) În formula ( ), înlocuiți x cu -x , [Giornale di Mat Battaglini ( ), - ; ( ), - ] Avem x* = n (l+n ) Prin urmare, raportul nostru poate fi transformat astfel: x x + y + n - \ y-^ /x + ( - z:)k\ /y - l + nz + (n - fc) (l - z) \ x n ) \ k ) \ n - la J x + ( - z)k' iar acesta este un caz special ( ) În mod similar, (x + y) - = ^ k (t)x(a: - kz - ) - (i/ + kz) - ^, care este echivalent cu formula lui Rothe [Formuhe de Serierum Reversione (Leipzig, ) , ] De exemplu, să demonstrăm pervuk\formula: y'( ) n + -*: £i \ I Lc JL L - J / Din ( ), presupunând că n este un întreg nenegativ, pentru sumele necesare obținem valorile n și, respectiv, , această sumă este P (Termenii pari și impari se anulează reciproc, astfel încât suma ambilor termeni pari și impari este jumătate din total ) Punem w = e 'T ^” Atunci (i+^)"w-^ (i - ty dt Wu Jo Wu Jo Acum aplicați (b) mnxB(x, m + ) -+ T(x) ca mn -+ oo Este suficient să luați în considerare numai valori întregi ale lui mn (datorită monotonității) În consecință, (mn + y)xB(x, m + ?/ + ) —> T(x) și (mn/(mn + y)) -+ /((r + )B(/c + , r - k + )), dacă B(x, y) este definit conform exercițiului , (b) În general, dacă z și w sunt numere complexe arbitrare, definim ( Z ) \u d lim lim -y Ț ~ - că, unde \u d G " + ); \ Г / u-tw (Q - shu această valoare este infinită dacă z este un număr întreg negativ și w nu este un număr întreg Cu această definiție, proprietatea de simetrie ( ) este valabilă pentru toate complexele n și k, cu excepția cazurilor în care n este un întreg negativ și k este un întreg Relații ( ), ( ) și ( ) sunt întotdeauna valide, deși uneori pot fi nedefinite, de exemplu, oo sau oo + oo Relația ( ) ia forma trZ A Sln r( u} - z~ - z - \w} Sin TZ\UJ Chiar și teorema binomială ( ) și convoluția Vandermonde ( ) pot fi extinse la regiunea numerelor complexe Formulele sunt valabile pentru toate complexele r, s, z, a și P pentru care seria converge dacă puterile numerele complexe sunt definite corespunzător [Vezi L Ramshaw, Inf Proc Letters ( ), - ] fg dt/(t^\l - t) / ) = du/(l - u ) / = arcsm u|J = mr' ~G~ ( - k/g) la r - k ek ( - k / g) g G (A: + ) Pentru r mare obținem Pentru k to to to O altă modalitate pe care o avem B(x, n + ) = £ tx~\l - t)n dt = (- )* e+k~r dt (De fapt, suma noastră este egală cu B(x, n + ) și pentru neîntregul n, pentru care seria converge) ' (rn)=E( (TOZr J(- )m+':-^em-^oe (Vezi U"R ) la al k-lea termen este egal cu (£)(— )n *(x - kz)n~ x Aplicați relația ( ) Expresia din partea dreaptă este Z(n k)x(x - kz^~l + b)P A:' b jj = Z(") +EC k) m] n!/m! Aceeași formulă poate fi obținută cu ușurință prin inversarea relației ( ) Foloseste identitatea din ex prin înlocuirea (m, n, r, s, k) \lj + k) (m+n+j)! ( Z - j) ■ j! (m - l + j)! (n + j - /)! (am schimbat semnele factoriale) Acum suma peste k se va transforma la zero (excepția este cazul ? = /) * Un caz special al acestei identități pentru I = m = n a fost publicat de A C Dixon [Messenger'of Math ( ), - ], care ani mai târziu au generalizat această formulă [Proc London Math soc ( ), - ] Dar între timp, L J Rogers publicase deja o formulă mult mai generală [Proc London Math soc ( ), - , § ] Vezi, de asemenea, R A MacMahon, Quarterly Journal of Pure and Applied Math ( ), - , şi John Dougall, Proc Matematică Edinburgh Societatea ( ), - Identitățile q-nomiale corespunzătoare arată astfel: m - r + s\ (n + r - s\ k / d \ P - - k ) q eu h h h la h m + n\ / n + I \ (s * - fc) / (/ + w + pUd TP + k) unde p!h \u d GS \u d i ( + + "+ * G) - Vezi CMath, ex și Fie f(n, m) numărul de partiții ale mulțimii { , , ,n) în m părți Este clar că f( , m) = , atunci există două tipuri de partiții: (a) elementul n formează unul dintre seturile de partiții; există f(n - , m - ) moduri de a construi partiții de acest tip; (b) elementul n apare în partiție împreună cu un alt element; există m moduri de a insera un element n în orice m-partiție a mulțimii { , , , n - } Prin urmare, există m/(n - , m) moduri de a construi astfel de partiții Din aceasta putem trage concluzia că /(n, m) = f(n - , m - ) + mf(n - , m) și prin inducție f(n, m) - {^}• Vezi AMM ( ), - Rețineți mai întâi că Acest lucru este evident dacă z > n, deoarece z « + - Acum putem demonstra că fiecare termen al sumei x \ / r / \ / - /x - z - + k \ fy - z - + k \ n + ) \n + ) ~)\n - k) k' k \ A: + / \ A: + / k> este nenegativ Coeficientul (' *) este nenegativ deoarece z > n - ; este de asemenea nenegativ (T fc+J+A:), deoarece x > z + Prin urmare, din z întrucât io - = x - y - , exercițiul - oferă ceva mai precis (dar nu atât de ușor de reținut) limite superioare (”) = n~/k] (^^)^ Punem tk = k(t)pk( -p)n+ ~k Atunci tk - tk+i = (t)pfc(l -p)n~k(k - pr) Prin urmare, suma noastră este egal cu (£fc+i tk) + (tk tk+i) = t[np] k [pr! [De Moivre a formulat această identitate în Miscellanea Analytica ( ), , pentru cazul când pr este un întreg, în timp ce Poincaré a publicat o dovadă a cazului general în Calcul des Probabihtes ( ), - O istorie interesantă a acestei identități , precum şi formule similare se regăsesc în lucrarea lui P Diaconis, S Zabell, Statistica! Science ( )] SECȚIUNEA , și / Înlocuim fiecare termen /( m + k) cu o limită superioară / m R^ i Valoarea este corectă cu mai mult de trei sute de zecimale Ca și în demonstrația teoremei A, folosim metoda inducției Există o altă modalitate de a diferenția față de a: și de a calcula pentru x = Vezi secțiunea , exemplul A doua sumă este | -( /j) poate fi însumat folosind formulele date în text Ca rezultat, obținem (n + )R" - ( n + )R" + n Nip- - |YAP Prima soluție (elementară) (Fie numitorul egal cu (p - I) , care este un multiplu al numitor adevărat, dar nu un multiplu al lui p Atunci este suficient să arătăm că numărătorul corespunzător, (p - ) + (p - ) + (p - ) (P - ) este un multiplu al lui p (p - Y/k = (p - I) k' mod p, unde k' este determinat din relația kk' modp = Mulțimea { ', ', , (p - )'} este pur și simplu mulțimea — }, deci numărătorul este comparabil cu (p - )' ( + + +p- )= A doua soluție (mai complicată) Din ex - avem xp = xp - x (modulo p); apoi din ex - obținem [£] = kr - bkі- Și acum aplicăm exercițiul Se știe că numărătorul Hp- este de fapt un multiplu al lui p pentru p > ; vezi Hardy, Wright, An Introduction to the Theory of Numbers, Secțiunea Dacă n = km, unde m este impar, atunci suma este fcmi/m , unde sunt ambele tі și m? ciudat [AMM ( ), - ] Numai pentru n = , n = Pentru n > punem k = [IgnJ Există exact un termen al cărui numitor este k, deci k~ Hn- | este suma termenilor al căror numitor conține numai numere prime Dacă Hn ar fi întreg, atunci k~ Hn - | ar avea un numitor de Extinde integrandul și integrează termen cu termen Vezi, de asemenea, AMM ( ), și H W Gould, Mathematics Magazine ( ), - H n+iH^v (n + )(H - n £ )) - n(n - ) G'(n + )/G(n + ) = /n + G'(n)/G(n), deoarece G(x + ) = xG(x) Prin urmare, Hn = + Γ'(n+ )/Γ(n+ ) Funcția v'(x) = G'(x)/G(x) = Hx-i se numește funcție psi sau funcție digamma Unele valori pentru rațional x sunt date în Anexa A Primim х lim е(Нп~ п)х n—>oo x(x + ) (x + n) hm - nxn! Cometariu Prin urmare, mărimea generalizată Hn considerată în exercițiul anterior este Hxr'> - Ș k> (l/(k + )r - /(k + + x)r) pentru r = Aceeași idee poate fi folosit pentru valori mai mari ale lui r Produsul nostru infinit converge pentru tot complexul x SECȚIUNEA În k luni vor fi E*, + perechi, ceea ce înseamnă că într-un an - Fu = perechi p( ooo/\/ ) - p - p = , log Fwoo este egal cu valoarea anterioară înmulțită cu /( n ), adică , Prin urmare, Fiooo este un număr cu cifre, dintre care prima este , , , ; după aceea, funcția Fn crește prea repede , , Prin inducție (Această egalitate este valabilă și pentru n negativ; vezi exercițiul ) Dacă d este un divizor propriu al lui n, atunci Fd împarte Fn În plus, Fd este mai mare decât unu și mai mic decât Fn, cu condiția ca d să fie mai mare decât Singurul număr neprim care nu are un divizor propriu mai mare decât este n = Prin urmare, singura excepție este Ft = Fi = ; F- = - Prin inductie pe n se poate demonstra ca F~n - (—l)n+ Fn Neîmplinit ( ) Restul relațiilor sunt valabile; aceasta poate fi stabilită prin inducție „înapoi”, adică pentru a arăta că ipoteza este adevărată pentru n - dacă este adevărată pentru n și valori mari Dacă n este par, atunci este mai mare, iar dacă n este impar, atunci este mai mic (vezi formula ( )) Prin inducție (vezi exercițiul ) Acesta este un caz special al ex litera (a) Dacă z + Fiz -= z + z G(z) De aici - u) = v - v - Prin urmare v = | (De asemenea, u = - , sin ° = | / ~ / , sin ° = | / / ) Fn+ -l Înmulțiți cu x - x - și găsiți răspunsul: (xn + Fn + i + xn + Fn - x) / (x + x - ) Dacă numitorul dispare, adică x este / sau / , atunci soluția este ((n + l)xnFn + i - (n - )x „+ Fn - ) / ( x - ) Fm+ n; în exercițiul următor, puneți t = Et (z)( ^tn-? m - $k Fk F^ ft) = ±(ft(fK + F( )n - m( Ft + Ft j)") = Fm+tn v Fn+i (extindeți determinantul peste elementele primului rând) ny/ Fn = ( + l/ )n - ( - l/ )n Prin teorema lui Fermat P~ = ; Acum folosim exercițiul anterior și ex - (b) Pentru p = afirmația este adevărată Pentru restul p este valabilă relația Fp jFp+i - Fp = - Apoi din exercițiul anterior și prin teorema lui Fermat obținem: Fp iFP+i = (modulo p) Doar unul dintre acești factori poate fi multiplu al lui p, deoarece FP+i = Fp - Fp i p Cometariu Soluția relațiilor recursive an + i = Aap + B”, ao = O este an = (An - Bn)/(A - B) dacă A / B, an = nAn~' dacă A = B - (a) (?)^('h)^(h)^(c) (b) rezultă din ( ) [Eu Lucas, Amer J Math ( ), - ] Efectuam demonstratia prin inductie pe m; pentru m = afirmaţia este evidentă = iD"F„ ș(” '“"'г ѵг - «■ (c) Deoarece (-l')kFm k = Fk-iFm - FkFm-i și Fm / , din (a) și (b) rezultă că (d) Deoarece Fn+k = Fk iFn + FkFn+i, rezultatul rezultă din (a) și (c) Acest rezultat poate fi demonstrat și într-o formă mai generală folosind teorema g-nomială din Exercițiu - [Cm Dov Jarden, Secvențe recurente, ed a II-a (Ierusalim, ), - ; J Riordan, Ducele Math J ( ), - ] Utilizați ex și Modulo Fn, succesiunea Fibonacci arată astfel: , l, ,Fn-i, , Fn j, — Fn- , • • • • Rețineți că cosz = |(e r + e~ r) = -r/ pentru acest z particular și folosiți faptul că sin(n + l)z + sin(n - l)z - sinnzcosz pentru tot z Mai întâi demonstrăm că singura valoare posibilă a lui Fkl este cel mai mare număr Fibonacci mai mic sau egal cu n Prin urmare, n - Fk} este mai mic decât Fkl-i, iar prin inducție obținem că există o reprezentare unică n - Fkl Această demonstrație este în multe privințe analogă cu demonstrația teoremei privind unicitatea factorizării unui număr întreg în factori primi Sistemul de numere Fibonacci a fost propus de E Zeckendorf [vezi Simon Stevin ( ), - ; Taur soc Royale des Sciences de Liege ( ), - ]; rezultate mai generale sunt date în ex - Vezi G M Bergman, Mathematics Magazine ( ), - Pentru a reprezenta x > , găsiți cel mai mare k pentru care φk n = Fn+i + Fn-i Atunci reprezentarea lui Lin + m pentru este n + φ~ n plus reprezentarea lui m plus reprezentarea m - φ~ n Ultimul rezultat se obține cu ajutorul relației și (astfel încât a începe la și nu are vecin) apar la stânga punctului de separare în reprezentarea exact a unui întreg pozitiv Excepție fac șirurile care se termină în IO * , dar nu apar niciodată în astfel de reprezentări Să considerăm un șir infinit Soo ale cărui prime Fn litere pentru orice n > formează șirul Sn Nu există nici o dublare a literei a, nici o triplare a literei b în această linie Șirul Sn conține Fn litere a și Fn-i litere b Dacă exprimăm m - utilizând sistemul numeric Fibonacci (ca în exercițiul ), atunci a va fi a-a literă a șirului Soo dacă și numai dacă k = Pe de altă parte, b va fi litera k-il a șirului Soo atunci și numai când [(& + ) ] - [A ] = Prin urmare, numărul de litere b dintre primele k litere este [(& + ) ] În plus, b va fi o literă k-il dacă și numai dacă k = [w ] pentru un număr întreg pozitiv m Această secvență a fost studiată de Jean Bernoulli III (Jean Bernoulli III) în secolul al XVIII-lea, A A Markov în secolul al XIX-lea și, ulterior, mulți alți matematicieni; vezi K V Stolarsky, Canadian Math BuII ( ), - [Fibonacci Quart (decembrie, ), - ] Luați în considerare sistemul numeric Fibonacci din Ex Dacă în el n = Fkl - • • ■ - Fkr > , atunci punem u(n) = Fkr Fie g( ) = oo Să demonstrăm următoarele proprietăți (A) Dacă n > , atunci - g(n)) > g(n) Dovada fi(n - g(n)) = Fkr > Fkr+ > Fkr, deoarece kr > (B) Dacă n) fie să facem o mutare care să conducă la poziția n', q', unde q(n') > d ' [Aceasta rezultă din (A); Vezi deasupra Când facem o mișcare, trebuie să luăm d(n) jetoane ] Se poate demonstra cu ușurință că dacă n = Fkl -••• -Fkr, atunci mișcările câștigătoare trebuie să ia Fk) -••• - Jetoane Fkr pentru unele j, (Fkj - - Fkr) Pentru numărul , avem următoarea reprezentare Fibonacci: - Există o singură lovitură care vă permite să câștigați - să luați jetoane Rețineți că primul jucător are întotdeauna șansa de a câștiga; excepția este atunci când n nu este un număr Fibonacci O soluție pentru jocuri mai generale de acest tip a fost obținută de A Schwenk [Fibonacci Quarterly ( ), - ] ( n - (— )n)/ Demonstrăm prin inducție pe m că /(n) = m pentru Fm În mod similar Fkl-k -\-Fkr i = f p + ($kl - • • • - fkg) = /( p) [Această schimbare a numerelor Fibonacci este o modalitate convenabilă de a transforma mental mile în kilometri și invers; vezi CMath, § ] [Fibonacci Quarterly ( ), - ] Dacă o astfel de reprezentare există, atunci avem mF/v i - tiFn - Fk^+n + Fk^+n -I- - Ffcr+jy (*) pentru toate numerele întregi N Prin urmare, existența a două reprezentări diferite ar contrazice Ex În schimb, existența unor astfel de reprezentări comune pentru toate tipurile nenegative poate fi dovedită prin inducție Dar este mult mai interesant să folosim exercițiul anterior și să demonstrăm că astfel de reprezentări comune există, eventual și pentru tipurile întregi negative, dacă și numai dacă m + φn > Fie N suficient de mare pentru a satisface inegalitatea \m^N - n^jV| aceasta este în concordanță cu -( ) Fie t - O Conform ( ) și ( ), coeficientul la zk este egal cu Acum aplicați -( ) și -( ) (sau diferențiați și folosiți -( )) ( n( /( - z))) Derivata este egala cu de doua ori functia generatoare pentru numerele armonice, deci suma este /(( - z)(l - z )(l - z ) ) [Istoric, aceasta este una dintre primele utilizări ale funcții generatoare O prezentare interesantă a studiului lui Euler din secolul al XVIII-lea asupra acestei funcții generatoare poate fi găsită în G Pdlya, Induction and Analogy in Mathematics (Prmceton Prmceton University Press, ), Capitolul Inducție și analogie în matematică (Moscow Izd-vo inostr aprins, )] - £S + |S?S + |S + |S S + |S G(z) = ( + xiz) ( + xnz) Luând logaritmul, ca atunci când derivăm relația ( ), obținem aceleași formule, dar relația ( ) va înlocui ( ) Răspunsul va fi exact la fel, doar Si, Sa, Se, se înlocuiesc cu -Si, -Sa, -Se, Avem ai = Si, a = |S - |S , a = |S -|SiS +|S , OA = ^S ?-iSiS + |S + |SiS -{S (vezi ynp ) Similar cu ( ) relația de recurență este după cum urmează nan = Sian-i - S an- + Notă Formulele pe care le oferă această recurență se numesc identitățile lui Newton, deoarece au fost publicate pentru prima dată de Isaac Newton în Anthmetica Universahs ( ), vezi DJ Strmk Source Book in Mathematics (Harvard University Press, ), - Deoarece Ș m> Smzm/rn = In G(z) = t>i(—l)* (/iiz + h z + )k/k, coeficientul necesar este egal cu (—l)fcl+t + + km~ m(ki + ki + + km - l)'/^i'^ l kml [Înmulțim pe (-l)m pentru a obține coeficientul lui ak ak a^" în formula în care Sm se exprimă în termeni de am din exercițiul Albert Girard a formulat rapoartele pentru Si, Si, S și Sa, exprimându-le în termeni de ai, a , az și Aceste formule sunt date aproape la sfârșitul lucrării sale Invention Nouvelle en Algebre (Amsterdam, ), astfel s-a născut teoria funcțiilor simetrice] amnwrnzn = Π}wmzn = Y\ + w)nzn = /( - z - wz) t p> t p> p> J"+ e~stf(i) dt = (ao+ + an)(e~ip - e s(n+ -))/s Adăugând aceste expresii pentru tot n, obținem L/(s) = G (e~s)ls Vezi exercițiul - Gn(z) = Gn i(z) + zGn- (z) + Gnr(^) = ( + z -' -zr)n = ( -) [Rețineți cazul r = oo ] \ - z / CM= k k 'p, k (Există o altă modalitate: scrieți această funcție sub forma e"' n( /( r)) și extindeți-o mai întâi în puteri ale lui w ) (a) Pentru n fix și variabila r, conform ( ), funcția generatoare este egală cu Gn(z) = ( + z)(l + z) ( + nz) = zn+ ( ) (-+ W- + ) n) (vezi formula ( )) De aici obținem răspunsul: [n^-r] - O') În mod similar, conform ( ), funcția generatoare este egală cu (la „I b p -z - z -nz' la deci obținem răspunsul: {n+r} - Zn>i( /"-l/("+p/ ))^p+n' = ^xp = f(x) + g(x), unde w = e " ^ și Y(x) \u d E ^ cr n ( - wx), g (x) \u d ( - xp) n ( - x) + -xp - xp n - - = p Acum obținem Ііpi-, - q(x) = q/p - Ing Din identitate ("ів/ о-ів/ \а e "(v - i-) / -J \u d p + ^i (Ѳ - r) + Insin - putem scrie f(x) = A + B, unde \u d - p + - + I G b w~cr Insin — nouă E ^-cr R) Insin—tg nouă eu si cos p\ r/ u>p'/ + u>p/ A p + (w-₽ - ) \ - u>p/ \u>p/ - w-p/ ) ~ COt [Gauss a derivat această formulă în § al monografiei sale despre seria hipergeometrică (relația [ ]), dar demonstrația nu a fost suficient de riguroasă; Abel a fundamentat acest rezultat în Crelle ( ), - ] sc conform relaţiei -( ) Aflați z G'(z) + zG(z) = G(z)-ț- Soluția acestei ecuații diferențiale este G(z) = (—l/z)e ,/z(Ei(— ) /z ) + C), unde Ei(x) - e~l dt/t, iar C este o constantă Această funcție „se comportă foarte rău” în jurul punctului z = , iar G(z) nu poate fi extins într-o serie de puteri Într-adevăr, întrucât funcția y/n\ ~ n/e nu este mărginită, seria din reprezentarea funcției generatoare diverge Totuși, pentru z m poate fi mărit cu dacă înlocuim zm cu z,n (l+z~'+ ) și punem fm+i (zi, ,zm+i) = Zm-f- fm (zi, , (l'bZ'm+l)) j m+l (Zi, , Zm-f- ) — Zm-f- , în special k = Probabilitatea ca A - k să fie egal cu Pmk Putem presupune că luăm în considerare mărimile , , , w Pentru orice partiție dată a n elemente în m mulțimi disjunse, există w! moduri de atribuire a acestor seturi de numere , ,i e Algoritmul M funcționează cu aceste cantități ca și cum ar fi prezente doar elementele din dreapta fiecărui set Prin urmare, pmk este media pentru orice partiție fixă De exemplu, dacă n = , m = , atunci una dintre partiții arată astfel: {X[ ],A'[ ]} {X[ ], X[ ]} {X[ ]}; plasamentele posibile sunt , , , , , În fiecare partiție obținem același număr de plasări cu A = k Pe de altă parte, dacă avem mai multe informații, atunci distribuția probabilității se va schimba De exemplu, pentru n = și mn = , sunt luate în considerare șase posibilități: , , , , , (vezi raționamentul din paragraful anterior) Dacă știm că există doi doi și unul unul, atunci ar trebui să luăm în considerare doar primele trei dintre cele șase posibilități date Dar o astfel de interpretare nu este în concordanță cu formularea problemei M-/Pt Cu cât valoarea lui M este mai mare, cu atât această probabilitate este mai apropiată de unu Fie qnm probabilitatea ca exact m valori distincte; apoi din relaţia de recurenţă M - m + m Yapt - (nI) (ml) + dn (p- ) t înţelegem asta Tspt - M! m)\Mn Vezi și ex - Este necesar să însumăm toate m Se obține M~n (^) {” } [^i]• FORMULĂ pentru o medie care este mai mică decât m, Nm-Y^-Jî) t VkM~kk~ , departe de a fi simplu Deoarece acesta este un produs, semi-invarianții se adună Dacă Zf(z) = r”, H(e*) = ent, atunci ki = n, iar toate celelalte semi-invarianți sunt egale cu zero Prin urmare, medie (P') = n + medie (G), și toate celelalte semi-invarianți rămân neschimbate (Aceasta explică numele „semi-invariant”* ) Prima identitate este evidentă dacă funcția ekt este scrisă ca o serie de puteri Pentru a obține a doua identitate, punem u = + Mit + AZ- t / ! Ch- Pentru t = avem u = și Dk și = Mk În plus, DJU (Іп u) = (— )J „ (j — ) Qi} Potrivit ex aceleași formule sunt aplicabile pentru momentele centrale, dacă renunțăm la toți termenii pentru care ki > ; astfel nu = tpg, kz = tpz, cd \u d gpd - Zt% G(pCh-g) r(z+l)n! Gn(z) zn = Lasa Pentru n —> oo și t fix avem zn —> În consecință, Γ(rn + ) —> și lim znMnGn(zn) = lim exp ( ѵ /—t lnn / \\ lim exp —— -h O — - = e -io \ exp( -t / ) (a) b > o = (b) n(e * = jz(ef - ), deci toate semiinvarianții sunt egale cu d (n~ ^ }} g(z) = kPkgk(z), mean(g) = £kk mean(^) și var(g) = var(gfc) + Sj j a} > I implică j > k => j > I implică bd > k k este minimul de la dreapta la stânga secvenței bi bn ■ Avem ti = max{ w Atunci ak nu este un maxim de la stânga la dreapta și, prin urmare, există j ak Dar atunci naiba - b} > ak - bk > ti ceea ce contrazice minimalitatea lui k În mod similar, mA = max(bi - ai, ,bn - an) Pentru e > q, rezultatul este banal, deci să presupunem că e n(p + e)) atunci este ușor să se obțină o limită superioară pentru exp(- e n) pentru toate p ) Schimbând rolurile capete și cozi, obținem Pr(X n(q + e)) Pk [Vezi H Chernoff, Anna/s of Math Stat ( ), - ] (b) Fie r = + unde | (c) Pe măsură ce r creşte de la la oo, funcţia r e ~r scade de la la Dacă r > , atunci valoarea funcţiei , , atunci valoarea funcției și |x'n| n'o, atunci |xn ± x'n\ max(po, n'o) (Semnat: Student Quick* ) n(lnn) + P + O(ynlnn) Ina + (lna) / n + (lna) / n + O(n- ) Dacă /(n) = n și g(n) = , atunci n aparține mulțimii O(/(n) + g(n)), dar nu și mulțimii y(n) + O(g( n)) Prin urmare afirmația este falsă Există un număr variabil de simboluri O și anume n Au fost înlocuite cu un singur simbol O, crezând în mod eronat că o valoare a lui M ar fi suficientă pentru fiecare inegalitate |&n| x'n+ /(ni + )! De aici rezultă că relația ex/x™ nu poate fi limitată la niciun M Să schimbăm n în e” și să aplicăm metoda din exercițiul anterior Dacă |/(x)| dacă n este suficient de mare Fie /(z) = (ze*/(ez - I)) / Dacă ar fi egal cu O(pc), atunci din identitatea auxiliară ar rezulta că [z*]/(z) = O(pc/(k - I) ), deci seria de puteri pentru /(z) ar converg la z = t Dar /( mr) = oo În definițiile lui O și Q, se poate lua L = /M * Inițial de J H Quick Din engleză, „rapid” (aici „inteligent”) —Prim, persană SECȚIUNEA (Bo+Biz+B Z / !+- • • )е = (Bo+Biz+B Z / !+- • • )+z; se aplică formula -( ) Pentru a putea realiza integrarea pe părți, funcția W + i ({m}) trebuie să fie continuă |BmnI , să fim doar scrieți Rm și Cm pentru Rmn și Stp Avem Bm- = St + Bm = f"(Bm - W({x}))/(tp)(i) dx/ml și Bm -Btp({x}) minciuni între și ( - tp )W Prin urmare, Rm- se află între și ( - ~rn)Cm Din aceasta obținem că Rm se află între -Cm și ( - mn)Cm (acesta este un rezultat) Astfel, este clar că dacă /*mn+ '(m)/'Tn+ ^(m) > pentru Se consideră suma Ș^octcn ^n(^ + c) - Găsiți ln(c(c + ) (c + n - )) = (n + c) ln(n + c) - clnc - n - | log(n + c) + | Inc Bk(-l)k ( \ J + Ltp' K^m^" ) \(P + SU In afara de asta, log(n- )! = (n-|)lnn-n + a+ eu oo primim împlinitor înlocuire, la pG(s)- c + (c )lnc + a+ ktk-l)! '- f°° Bm({x})dx 'o (® + c)™ De aici rezultă că Γ(c + ) = ce|nΓ|-c' are aceeași reprezentare asimptotică ca c\ An" / +"/ + / e n / , unde A este o constantă Pentru a obține acest rezultat, aplicați formula de însumare a lui Euler la P Pentru a obține o formulă mai precisă, trebuie să înmulțiți rezultatul cu exp(-B /( ■ • p ) B (/(( t - )( t - l)( t)n (“ ) + O(l/n f)) unu Numărul A se numește constantă Glaisher și este egal cu , [Mesenger of Math ( ), - ] Această constantă, după cum se poate arăta, este e / -V(- ) ( re -"'( )/C( )) / [de Bruijn, Asymptotic Methods in Analysis, § ] Avem, de exemplu, ln(an + bn) = nn + Ina + ln(l + h/(an)) Prin urmare, răspunsul la prima întrebare este an Inn + a(lna - l)n + nlnn + hnlna + Inn + b /( a) + a + ( a - h )h/( a n) + O(n- ) ) Când se calculează ln(cn )! ln(cn - n)! -nlnc-lnn ! + log(n - n)! = (c—l)/( c) —(c—l)( c—l)/( c n) + O(n~ ) după numeroase reduceri obținem x (c- + (n ~ )) \bc n/ Apropo, (с" )/с"(") poate fi scris ca П?=і U + Q//(îl ~ /)), unde a = - /с (a) Avem n( n)! = ( n + |) n n - n + a + + O(n~ ) și ln(n!) = ( n + ) În n - n + a + + O(n ) Prin urmare, ( n) = exp( nln - | nln - + O(n~ )) = n(tgn)~ ', ( - In- + ^n- + O(n- )) (b) Deoarece ( n") = " Г„ / ) și m, din -( ) obținem același rezultat, deoarece Г / [ / / / \ [ / Z / \ / / L / J ' - / ] \ ) ' L- / J la U V / ' Metoda (b) explică de ce toți numitorii din / p\ p / p p~ p~ p~ p- p“ , V n ) ~ ^mv V + + + + ' au gradul [Knuth, Vardi, AMM ( ), - ] SECȚIUNEA Integrați pe părți Inlocuim seria pentru e Apoi, extinzând produsul exp(-u / r) exp(u / r ) , obținem în sfârșit răspunsul ia / , L J- / V x UX + + h (Soluție de Miklos Simonovits) Pentru x suficient de mare avem |/(x)| și h(u, x) > pentru |«| În acest caz, avem - /"( ) În ultima integrală facem substituția t = px( + m), apoi notăm ѵ = pu - n( + u) și continuăm raționamentul ca în cazul În răspuns obținem exact aceeași formulă ca în cazul , plus unu Rețineți că pe ~p , putem folosi relația dintre Qx(n) și A /I(n) Ca rezultat, obținem formulele (?Dp) - ( - x) n ( - x) m + nm + O(n Qx(n) = x + + (~ )TPg” (d) > ( - x) P ( - i) mp + Ptp + O(n- -t), dacă x Aici Qm(x) și sunt polinoame ai căror coeficienți sunt numere Euler de ordinul doi [CMath § ; vezi L Carlitz, Proc amer Matematică soc ( ), - ] Cazul x = - este ceva mai complicat, dar continuitatea poate fi folosită aici, deoarece constantele din definiția lui O(n~ ~m) nu depind de x pentru x o kn~kkl/n], în timp ce Q(n) + R(n) = ] Fie Sn(x, y) = (t)(x + k)k(Y + n ~ k)n~k Atunci pentru n > avem Sn(r, /) = x£k (D(x + k)k~ (y + n - k)n-k + n^k (VI* + + + n - - k^~ ~k = (x + y + n)n + n n-i(m + , y) prin formula Abel -( ) Prin urmare, sn(x, y) = ^)k\(x + y + n-k [Această formulă se datorează lui Cauchy, care a dovedit-o cu reziduuri; vezi lucrarea sa (Euvres ( ) , - ] Prin urmare, sumele inițiale sunt nn( + Q(n)) și respectiv (nIl)nQ(n + ) Să presupunem că Cn există pentru toate n > N și |/(m)| N avem - ph (p-LH)ie-LHi/(x)^ e-("-LG) G(t)(/t e despre / —PX I eu e x o e^-^dx \u d MG (a + l) n“ a + sup | T (T) | e n ~ A ') r \u d O (n- "") x>r [E W Barnes, PI I?ans A ( ), - ; G N Watson, Proc London Math soc ( ), - ] [S C Rousseau, Matematică aplicată Scrisorile ( ), - ] Avem Q(n) + l=n Г e~nx(l+x)n dx = n [°° e-"(*-'"U+*)) dx = n [°° e-nug(u)du, Jo Jo Jo înlocuind u = x - ln(l + x) și punând p(u) = dx/du Rețineți că x = Y^k=t sk( u)k? pentru u suficient de mic Prin urmare, q(u) - ™=?/ Ck( u)k^ ~ + O(um^ ~ ) și putem aplica lema lui Watson la Q(n) + - ne~pi kck[ u) k / ~Ydu SECȚIUNEA Patru; atunci octetul ar putea conține = de valori distincte Cinci, deoarece cinci octeți ar fi fost oricum suficienți, dar patru nu ar fi fost ( : ); ( : ); ( : ); ( : ) Se presupune că registrul index conține o valoare mai mare sau egală cu , deci după indexare va fi o adresă de memorie validă „DIV - ( : )” sau pur și simplu „DIV - ” - (b) rI yfii, atunci n/d este un divizor astfel încât VN De asemenea, este necesar să se demonstreze că, dacă N este prim, atunci există un număr prim suficient de mare mai mic decât N, adică (/c + ) al-lea număr prim p^+i este mai mic decât PI + pk În caz contrar, K ar fi mai mare decât J și PRIME [K] ar fi zero atunci când aveam nevoie să fie mare Dovada rezultă din „postulatul” lui Bertrand: dacă p este prim, atunci există un prim mai mare decât p dar mai mic decât p (a) Acesta este un link către eticheta de linie (b) Programul nu va fi executat; linia se va referi la linia , nu linia ; linia se va referi la linia , nu linia Imprimă de linii Dacă toate cele de caractere ale acestor linii sunt aranjate astfel încât să se alăture, atunci vor ocupa destul de mult spațiu și va arăta astfel: cinci spații, cinci litere A, zece spații și cinci litere A, cincisprezece spații, k spații și cinci A, (A + ) spații etc până când toate cele de caractere au fost tipărite Al treilea capăt al rândului se termină cu succesiunea de litere AAAAA și de spații; ultimele două rânduri sunt complet goale Rezultatul general este un exemplu de manipulare a câmpului P Câmpul ( : ) al fiecărui element din următorul tabel conține valoarea maximă a lui F, iar câmpul ( : ) conține adresa validatorului corespunzător B EQU ( : ) ÎNCEPE LDA INST VMAX EQU Bl CMPA VALID( : ) UMAX EQU JG BAD Câmp I > ? TABEL NOP BUN(BMAX) LD INST( : ) ADD FL AT( : ) DECI SUB FL AT( : ) J NN BAD Câmp C > ? MUL FL AT( : ) CMPA TABLE+ ( : ) DIV FL AT( : ) JG BAD Câmp F > F max? HLT GOOD LD TABLE+ ( : ) Accesați special Programul SRC GOOD JMP MOVE MEMORY(BMAX) FLOAT CMPA VALID( : ) F = valid în CÂMPUL LDA ( : ) JE BUN aritmetică CÂMPUL ENTA operaţii CÂMP STZ ( : ) LDX INST( : ) Acesta este un nedumerit JBUS MEMORY(UMAX) DIV = = metoda de validare IOC GOOD(UMAX) STX ♦+ ( : ) valabilitate ÎN MEMORIE(UMAX) INCA câmp parțial OUT MEMORY(UMAX) CMPA = = JRED MEMORY(UMAX) JG RĂU JLE MEMORY MEMORY LDX INST( : ) JA'P MEMORY JXNZ BUN Dacă = , LDX INST( : ) apoi adresa JXHP MEMORY JXN BAD indică cu exactitate ENNA GOOD CMPX = = la permis Celulă de memorie JLE GOOD ENNXBINE CMPAFL AT( : ) CMP FIELD( : ) JMPBAD CMPX VALID ( ) eu CMPXFIELD( : ) Principala dificultate a acestei probleme este că pot exista mai multe minime sau maxime într-un rând sau coloană, iar fiecare dintre ele este un potențial punct de șa Soluția : Această soluție parcurge pe rând toate rândurile, creează o listă cu toate coloanele pentru elementele de rând minime și apoi verifică dacă elementul rând minim este elementul de coloană maxim rX = curent scăzut; parcurge valorile de la la pe măsură ce matricea este scanată, cu excepția cazului în care se găsește un punct de șa; rI = indexul coloanei pentru un element din gii; z = dimensiunea listei de minime Rețineți că, în orice caz, bucla se termină atunci când conținutul registrului index aijo, deci A(o) = max, A(r) În mod similar, C(jo) = hrana C ) În schimb, avem R(i) J este un punct de șa | (Din această demonstrație este clar că inegalitatea max, A(r) a[i, j]? JG N Nu există niciun punct de șa în această linie JL F CMPA MAX, aM = C )? JNE F ENT A , Depozitați posibilul punct de șa H DEC Mutați linia la stânga DEC J P B HLT Punct de șa găsit N DEC J P EO Verificați următoarea linie ENT HLT hіі = , fără punct de șa | Lăsăm cititorului să găsească o soluție mai bună care să scrie în pasul toate rândurile posibile care sunt candidate pentru testul punctului de șa din pasul min , C(j) implică a, ] = C(jo) Ca un regulă, există cel mult un astfel de rând În unele încercări, când elementele matricei au fost alese aleatoriu din mulțimea { , , , , }, a fost nevoie de aproximativ u pentru a găsi soluția prin metoda , în timp ce rezolvarea prin metoda a durat aproximativ u de timp Dacă matricea constă numai din zerouri, atunci metoda vă va permite să găsiți punctul de șa în u și metoda în u Dacă matricea de dimensiunea m x n este formată din elemente diferite, atunci problema poate fi rezolvată analizând numai O(m + r ) elemente și efectuând operații auxiliare O(m log n) (Vezi Bienstock, Chung, Fredman, Schaffer, Shor, Suri, AMM ( ), - ) Să presupunem că matricea are dimensiunea m x n (a) Conform teoremei formulate în răspunsul la ex , toate punctele de șa ale unei matrice au aceeași valoare, deci (datorită ipotezei că elementele matricei sunt distincte) există cel mult un punct de șa Conform proprietății de simetrie, probabilitatea necesară este de m ori probabilitatea ca an să fie un punct de șa Și această ultimă probabilitate este egală cu /(mn)!înmulțit cu numărul de permutări cu ac > an, , aip > an, an > ari, , ac > ati Aceasta este egală cu /(mn + n - ) ori numărul de permutări m + n - elemente în care primul element este mai mare decât următoarele (m - ) elemente și mai mic decât restul (n - ) ) elemente, adică este egal (mn - )! (n - )! Prin urmare, în răspuns obținem mpp(mp - )! (n - )!/(mn + n - unu)! = (tn + n)/(t + În cazul nostru, obținem /(g ), adică o singură șansă în (b) Datorită celei de-a doua ipoteze, trebuie folosită o metodă complet diferită, deoarece pot exista mai multe puncte de șa; de fapt, întregul rând (sau întreaga coloană) trebuie să fie format în întregime din puncte de șa Probabilitatea pe care o căutați este probabilitatea ca să existe un punct de șa cu valoarea , plus probabilitatea ca să existe un punct de șa cu valoarea Prima este probabilitatea ca să existe cel puțin o coloană cu toate zerourile, iar din urmă este probabilitatea ca să existe cel puțin un șir format în întregime din unii Prin urmare, în răspuns obținem ( - ( - m)n) + ( - ( - n)m) În cazul nostru, va fi / , adică aproximativ șansă în Forma aproximativă a formulei dorite: n ~m + m ~n M Hofri și P Jacquet [Algorithmica ( ), - ] au analizat cazul în care elementele unei matrice de dimensiunea m x n sunt diferite și sunt alese aleatoriu Atunci timpul de execuție a celor două programe date pentru МІХ este respectiv ( mn + nnm + m + n + Hn) și, respectiv, + O(l/n) + O((logn) /m) ca m -> oo și n - > oo în ipoteza că (log n)/m - > * SARCINA DE DECRIPTARE (SECRETA) TAPE EQU Introduceți numărul dispozitivului TYPE EQU Afișează numărul dispozitivului SIZE EQU Introduceți dimensiunea blocului OSIZE EQU Dimensiunea blocului de imprimare TABEL EQU Tabel rezultate ORIG TABLE (inițial cu valori nule, CON - cu excepția rezultatelor ORIG TABLE+ pentru spatii si CON - asteriscuri) ORIG BUFI ORIG ♦+SIZE Prima zonă tampon CON CON - *+l BUF ORIG ♦+SIZE CON- CON BUFI ÎNCEPE ÎN BUFI(CANTĂ) ENT BUF H ÎN , (BANDĂ) DIMENSIUNEA LD + , ENT JMP F H INCA STATABLE, ZN SLAX STA*+ ( : ) ENT TABEL LDA, IAN B J NZ F JXP B INC H LDX , JXNN B JMP B ZN ENT H LDA TABEL, JANP CHAR F JBUS *(TIP) ST CHAR( : ) ST CHAR( : ) STX FREQ OUT ANS (TIP) H CMP = = INC JL HLT B ANS ALF ALF CHAR ALF CNN FREQ ALF NNNNN ORIG ANS+OSIZE sfârșitul început Semnul de sfârșit al tamponului Link către al doilea buffer al doilea tampon Semnul de sfârșit al tamponului Link către primul buffer Introduceți primul bloc Introduceți următorul bloc În timpul introducerii acestui bloc, pregătiți-vă pentru procesarea celui precedent Actualizați elementele tabelului gii ) SRAX DIV = = rX ? LDA S " Sn- CHAR SLAX Formatare clară SLA INCA Punct zecimal STA BUF, STX BUF+ , INC DECI LDA CONST J NN EXTERIOR OUTBUF( ) HLT sfârșitul început Ieșire primit pentru u plus timp de retragere (Ar fi mai rapid să calculați n(l/m) direct pentru mn STZ X x și X = airt + i - xk, Y = auk + i - Uk, unde a = L(jM + n)/yy+iJ • Din (a) faptul că Xk+i/yt+i-De aceea, dacă X/Y xk+ /yk+ , apoi prin definiție X/Y > xk+ /yk+ De aici rezultă că Cârlig + i - YXfe-|-i A~ Tt + i Yyk+i Yyk+i Y j/i+i (X Xk+ \ | /Xk+ Xk+ \ Y UK+ / \ UK+ UK + lJ > î/t+ + Y > n > ~ Yyk+ uk+ uk+ Yyk+lyk+ Yyk+ yk+ ~ Yyk+X Remarci istorice K Garos (C Haros) a propus o regulă mai complexă pentru construirea unor astfel de secvenţe în J de l'Ecole Polytechnique , ( ), - ; metoda lui este corectă, dar dovada este imperfectă Câțiva ani mai târziu, geologul John Farey a sugerat în mod independent că xk/uk este întotdeauna egal cu (xk i + Xk+i)/( Uk-i + M+ ) [Philos Magazine and Journal ( ), - ], dovada curand a fost furnizat de O Koshi (A Cauchy) [ViL Soctâte Philomathique de Paris ( ) ( ), - ], care a dat acestei serii numele Farey Numerele, capitolul * SARCINA SEMAFATOARE BSIZE EQU ( : ) Dimensiune octet BSIZE EQU ( : ) Dimensiune dublu octet DELAY STJ F Dacă nA conține n, DECA această rutină DECA așteaptă exact max(n, )w Timpul JAP nu se numără JAN *+ timp pentru a trece la subrutină NOP HJMP* FLASH STJ F Aceasta este o rutină flash ENT a semnalului STOP corespunzător H LDA ■= = JMP ÎNTÂRZIERE DECX Opriți semnalul LDA= = JMP ÎNTÂRZIERE INCX STOP DEC J Z F Repetați de opt ori LDA= = JMP B Reveniți la începutul buclei H LDA = = Setați galben y după ieșire JMP ÎNTÂRZIERE H JMP* Așteptați JNOV * Lumină verde pe Del Mar până la comutare TRIP INCX BSIZE La semnal Del Mar STOP ENT BSIZE JMP FLASH Semnalul Del Mar clipește LDX BAMBER Semafor galben pe bulevard LDA= = JMP DELAY Așteptați sec LDX ACORD Semafor verde pe bulevard LDA= = JMP DELAY Așteptați s Semnal INCX STOP la Berkeley ENT JMP FLASH Semnal flash către Berkeley Lumină galbenă LDX AAMBER Avenue JOV *+l Anulați comutarea inutilă LDA= = JMP DELAY Așteptați sec BEGIN LDX BGREEN Semafor verde pe bulevard LDA = = = JMP DELAY Așteptați minim JMP WAIT p ACORD ALF SAVA Undă verde pentru bulevard AAMBER ALF SWVV Lumină galbenă pentru bulevard BGREEN ALF ACAB Semafor verde pe bulevard BAMBER ALF EEBB Semafor galben pe bulevard sfârșitul început * PROVOCAREA LUI IOSIF NEQU M EQU X ORIG *+N el ENT Nl Set in fiecare celula STZ X+Nl număr al următoarei persoane ST X- , Nl în succesiune DECI Nl J P*- Nl ENTA (Acum rll este ) H ENT M- Nl (Să presupunem că M > ) LD X (M - ) (AT- ) Număr DEC (M- )(N- ) în jur J P *- (M- )( V- ) LD X, Nl rll = norocos LD X Nl gI = condamnat CHAR Nl rI = următorul STX X, ( : ) Nl Păstrează numărul de executate NUM Nl INCA Nl ST X, Nl Luați o persoană din cerc ENT , Nl CMPA =N=Nl JL B Nl CHAR O persoană a rămas; STX X, ( : ) este si el executat OUT X( ) Tipăriți răspunsul HLT SFÂRȘIT B Rămâne ultima persoană din poziția Timpul total pentru executarea programului fără a imprima rezultatele este ( (N - ) (M + ) + ) și Programul poate fi ușor îmbunătățit, de exemplu, folosiți sugestia de D Ingalls și luați pachetele de cod de trei cuvinte „DEC ; J P NEXT; JMP UT”, unde comanda UT modifică câmpul NEXT în așa fel încât să elimine pachetul O metodă asimptotic mai rapidă este dată în exercițiu - SECȚIUNEA ( )( ) a +> c, c +> /; b+d Este destul de evident cum să generalizăm acest lucru în cazul unei permutări arbitrare /a b c d e \dbf cu a e j' (adfe) (vezi exercițiul ) Timpul total va crește cu u pentru fiecare intrare goală precedată de un cuvânt nevid „(”, și încă m pentru fiecare cuvânt gol precedat de un cuvânt-nume nevid Spațiile de început și spațiile dintre bucle nu afectează programul timpul de execuție Poziția spațiilor nu afectează timpul de execuție al programului B X = , Y = , M = , A = , U = , V = Timpul total de execuție conform ( ) este de m Da În acest caz, trebuie să utilizați permutarea inversă, astfel încât xr să treacă la x dacă și numai dacă T[j] = i (Atunci forma finală a formei ciclice va fi construită de la dreapta la stânga folosind tabelul T ) Nu De exemplu, dacă intrarea este ( ), atunci programul A va da „(ADG) (CEB)” ca ieșire, iar programul B va da „(CEB) (DGA) ” Aceste răspunsuri sunt echivalente, dar nu identic, deoarece notația ciclică nu este unică În programul A, primul element al ciclului este cel din stânga elementului, iar în programul B, ultimul element este diferit de celelalte când se deplasează de la dreapta la stânga ( ) Conform legii lui Kirchhoff, obținem A = + C - D, B = A + J + P - , C = B - (P - L), E = D - L, G = E, Q = Z ,W = S ( ) Explicație B = numărul de cuvinte de intrare = A - , C = numărul de cuvinte care nu sunt goale = Y, D - C - M, E = D - M, F = numărul de nume comparații de căutare în tabel, H = N, K = M, Q - N, R = U, S = R - V, T = N - V, deoarece fiecare dintre celelalte nume este etichetat ( ) Ca rezultat, obținem ( F -I- U -I- A + LG - M + ( - V)u Acesta este un rezultat puțin mai bun decât programul A, deoarece, desigur, F este mai mic decât LA' Timpul total de execuție în acest caz este u, deoarece F = „Reflectați-l” De exemplu, inversul permutației (ac/)(fed) este (dfe)(/ca) (a) Valoarea care se află în celula L - I- m - rămâne în loc în timpul transpunerii, deci poate fi exclusă din luarea în considerare a lui A în rest, dacă x - n (i - ) + (j) - ) astfel încât mT = (modulo N/d ) Pentru fiecare d, trebuie să găsim elemente reprezentative ip(N/d)/r, câte unul din fiecare buclă Acest lucru se poate face folosind o serie de metode teoretice de mulțimi, dar nu sunt suficient de simple pentru a ne mulțumi Un algoritm eficient, dar destul de complex poate fi obținut prin aplicarea teoriei numerelor, precum și prin utilizarea unui mic tabel de biți flag [Vezi N Brenner, CACM ( ), - ] În sfârșit, există o metodă care este analog cu algoritmul J Este mai lent, dar nu necesită memorie suplimentară și orice permutări dorite sunt efectuate m situ* [Vezi PF Wmdley, Comp J ( ), - , DE Knuth, Proc IFIP Congress ( ), , - , EG Cate, DW Twtgg, ACM Trans Math Software ( ), - , FE Ftch, JI Munro, PV Poblete, SICOMP ( ), - ] Arătați prin inducție că la începutul pasului J A [r] = dacă și numai dacă j > j trece la r ca urmare a permutației m A [r] = - j dacă și numai dacă * „La fața locului” (lat) - Traducere aproximativă i merge la j ca urmare a permutației rfc+ unde k este cel mai mic număr întreg nenegativ astfel încât mr mapează r cu un număr , atunci apare „ Ini ” în reprezentarea canonică Deci singura soluție este să permuți un obiect (Putem presupune că există și o permutare a setului gol de obiecte , , , , , , (a) Probabilitatea ca acest ciclu să fie un ciclu pi este n\/m împărțit la p! Np, adică rt = /(tNp) Lungimea medie a unui ciclu este pi + p + p + • • • = 'Lrn=Am/'mHn) = n/Hn (b) Deoarece numărul total de m-cicluri este egal cu n\/m, totalul numărul de apariții ale elementelor în m-cicluri este P\ Conform proprietății de simetrie, fiecare element apare la fel de des ca oricare altul, deci k apare de n\/n ori în pi-cicluri Prin urmare, în acest caz pm = /n pentru toți k și m; media este Zm=i m/n = (n+ )/ Vezi exercițiul litera (e) |Ppo - n!/e| = /(n -I- )! - /(n + )! + • • •, adică suma unei serii alternative ai cărei membri scad în valoare absolută Această sumă este mai mică decât /(n + )! /j> wm m(km -I- ) Apoi prin inducție obținem /(w, mn, k) = - ( -) f(w, mn, ) la! \tp) Acum din condiția (i) rezultă că ,, /wm\k wm/l [Cu alte cuvinte, am este ales dintr-o distribuție Poisson; vezi ex - ] (b) ( =( w)w" P(n\ki,k , ) A:i+ A: +,-'==n 'j> ' Lx+ L +“,=n Jfeb* -> R ,*! -> = ( - w)wn Prin urmare, probabilitatea ca „i + o + • ■ • k> (^\ke-»m/rn = (k - iy \ tp / tp ' Prin urmare, valoarea medie a lui φ este egală cu m + m + m+■' ■= Z^(Hiad +Hii) ++H W&+Hzi) + ■■•)• Răspunsul dorit va fi • (f) Fie (oi, a , ) = zam și rețineți că valoarea medie a lui φ este = ( - w) Ș u>nGnm(z) n> De aici Caracteristicile statistice vor fi (min , аѵе /тп, max [n/тп], dev y/ /тп), unde n > тп Constanta A este egală cu exp(-t - Ei(t)) dt, unde Ei(x) = /r°°e~tdt/t [Cm Trans amer Matematică soc ( ), - , unde sunt dovedite multe alte fapte, în special că lungimea medie a celui mai scurt ciclu este aproximativ egală cu e~~l In n ] Următorii termeni ai reprezentării asimptotice a lui In au fost găsiți de către Xavier Gourdon Primii membri ai seriei arată astfel: Lp + |A - + (±e> - |(- )")n- + |(- )" + Ast '" + ^)n~ , unde w = e "/ William C Mitchell a calculat cu mare precizie valoarea lui A = + [Math Comp ( ), ] este cunoscut relaționând A cu constantele matematice clasice Cu toate acestea, aceeași constantă a fost calculată într-un context diferit de Karl Dickman în Arkiv pentru Mat , Astron och Fys A, ( ), - Dar coincidența nu a fost observat până la mulți ani mai târziu [Teor Comp Sci ( ), ] Vezi D E Knuth, Proc Congresul IFIP ( ), , - O demonstrație (prin inducție pe N) se bazează pe faptul că atunci când elementul N este membru a mulțimi, adaugă exact următoarea sumă la sumă: (o) - (O) + G)-■ = ( -I) =^o O altă demonstrație (prin inducție pe M) se bazează pe faptul că numărul de elemente aparținând lui Sm, dar care nu aparțin lui Si U • ■ • U Sm-i, este egal cu |Sm| — U^ | ^G m| + V^ P Sk D) Sm| — • • • • ^ n avea anterior numărul ( j) mod ( n + ) Vezi CMath, secțiunea (a) De fapt, k - , unde a k = Șjic = () pentru ■ ■ ■ ^(Jm+j')( n)i • • • , )( n)) = ( a~ jna, , a~ jia, t~/ upt, , t'^-ct; D O-, t~Rhit, ,T~fij,nT, a~ajna, ,a~atsa, t~aupt, ,t~^tht) au proprietatea A (im + î') &( jm + >') ■ ■ • A(mm+ ')( n)B^m+ ')( n) — a~ ( ) j-, pentru d, astfel încât orice test care este mai eficient poate fi utilizat [W Fletcher, R Silver, CACM ( ), ] Punem M = l + m + nnN = l + m -n Ciclurile permutației dorite se obțin din ciclurile unei astfel de permutări pe mulțimea { , , , N - } , care duce k la (L - -m) mod N, pur și simplu excluzând toate elementele fiecărui ciclu care sunt > M (Compară aceasta cu situația analogă din exercițiul ) Demonstrație Când, ca urmare a schimbului reciproc propus în indicație, atribuirea Xk - x^ și x^ - x^u pentru unele k, unde k' = (k - -m) mod V, k " = (k' + I + m) mod N și k' > M, obținem că xk' = xk"- Prin urmare tranziția a/? -> / a înlocuiește xx cu Xk" Prin urmare, există exact cicluri d = gcd(Z + mn, mn + n) și putem folosi un algoritm similar cu cel discutat în exercițiul anterior De remarcat este, de asemenea, o modalitate oarecum mai simplă de a reduce această problemă la un caz special din exercițiu , deși implică mai multe accesări la memorie Să presupunem că = ' ", unde I "| = |a| Apoi se poate înlocui a/Zu'y" cu "/ 'a și schimba y" cu O abordare similară poate fi utilizată pentru |a| > | | [Vezi JL Mohammed, C S Subi, J Algoritmi ( ), - ] SECȚIUNEA Secvență de apel: JMP MAXN; sau JMP MAX dacă n = Conditii la intrare: Pentru intrare MAXN rІЗ = n; se presupune că n > Stare de ieșire: La fel ca ( ) MAX O STJ EXIT ENT JMP F Se menționează la intrare: n = gii, dacă gii > ; altfel n - Stare de ieșire: rA și rI sunt aceleași ca în ( ); hii nu s-a schimbat; r/ = min( , r/i); rJ = EXIT + ; CI nu se modifică dacă n = , altfel CI va fi mai mare, egal sau mai mic decât valoarea anterioară, în funcție de faptul dacă maximul este mai mare decât X[ ], egal cu X[ ] la rI > sau egal cu X[ ] la rI = (Un exercițiu similar pentru ( ) ar fi, desigur, puțin mai dificil ) SMAX ENT r = SMAX STJ EXIT Arbitrare r JMP F Mai departe, ca în programul anterior DEC , Scădere cu g J P B EXIT JMP * Ieșire Secvență de apel: JMP SMAX; sau JMP SMAX dacă r = Stați la intrare: rІЗ = n, probabil pozitiv; pentru intrarea SMAX gii = r, probabil pozitiv Stare de ieșire: rA = tacho este u Înlocuiți ultimele trei rânduri ale programului B cu următoarele linii STA LDA SIRA LDA LD DEC JNE JMP JMP CON ALF F F , ( : ) F - , unu B CALCULA *-l (sau JMP COMPUTEX) uuuu • eu CONTROL(U) *- eu = , atunci algoritmul este încălcat (bufferul poate fi accesat în timpul paisprezece JRED J NZ Daca N timpul de execuție I/O); in caz contrar, rezultatul acestei constructii va fi prezenta două tampoane galbene Acest lucru poate fi util dacă un computer trebuie să acceseze două tampoane în același timp, deși acest lucru duce la legarea spațiului tampon În general, diferența dintre numărul de operațiuni ASSIGN cincisprezece și EMISIA trebuie să fie nenegativă și să nu depășească N U EQU IN BUF (U) V EQU OUT BUF (V) BUFI ORIG *+ IN BUFl(U) BUF ORIG *+ OUT BUF (V) BUF ORIG *+ DECI TAPECPY ÎN BUFI(U) J P B ENT OUT BUFl(V) H ÎN BUF (U) HLT OUT BUFl(V) END TAPECPY | Acesta este un caz special al algoritmului prezentat în Fig Soluție parțială În algoritmii de mai jos, t este o variabilă care este când dispozitivul I/O este liber și când este activ Algoritmul A (ASSIGN - subrutină pentru starea normală) Acest algoritm nu este diferit de algoritmul A Algoritmul R (RELEASE, - subrutină pentru starea normală) R Măriți n cu unu R Dacă t = , apelați o întrerupere (folosind instrucțiunea INT) și, ca rezultat, treceți la pasul OT eu Algoritmul B (Managerul bufferului care gestionează întreruperi) ÎN Reporniți programul principal LA Dacă n = , atribuiți i "- și treceți la pasul B VZ Atribuiți t h - și inițiați I/O din zona tampon indicată de săgeata NEXT LA Reluarea execuției programului principal; condiția „Operațiune I/O finalizată” va face ca programul principal să fie întrerupt și va trece la pasul B LA Avansați NEXT până la următorul buffer în sensul acelor de ceasornic LA Reduceți n cu unu și treceți la pasul B | Dacă C T + C- Când C > L, situația devine mai complicată; avem Uk = (k - )C+Tic = kC+T dacă și numai dacă există numere întregi ai tk > Vk-N pentru N bk pentru N m + n Aplicând metoda funcţiei generatoare pentru rezolvarea unor astfel de probleme, se poate obţine condiţia de simetrie = f(m + n, l - n p) folosind calcule algebrice simple ) Istoricul ulterioar al problemei asociate cu evaluarea buletinului de vot rezultă din eșantion de date și unele dintre generalizările acestora sunt date într-o revizuire exhaustivă a lui D E Barton, C L Mallows, Annals of Math Statistics ( ), - ; vezi si ex - și secțiunea Acum vom lua în considerare o nouă metodă de rezolvare a problemei evaluării rezultatelor unui buletin de vot pe date din eșantion folosind funcții de generare dublă, deoarece această metodă este potrivită pentru rezolvarea unor probleme mai complexe, precum cea din exercițiu unsprezece Fie dpt numărul de secvențe de acțiuni S și X de lungime n, în care numărul de simboluri X depășește numărul de simboluri S, dacă le citiți de la stânga la dreapta, și în care numărul total de simboluri S este m mai mare decât numărul total de simboluri X Atunci an = , n > , t - punct Se consideră funcția generatoare dublă G(x, z) = m gnmXmZn și se presupune că g(z) = G( , z) Atunci relația de recurență de mai sus este echivalentă cu egalitatea ( ;+i)G( ;,z) = ls(z)+|(G( ;,z)-l), adică G(a;,z) = Din păcate, nu dă nimic nou în cazul în care x = În ciuda acestui fapt, să încercăm să factorizăm numitorul în factori z(l - ti(z)t)( - T (z)k), unde n(z) = ^( + \/ - z ), r (z) - -^( - \/l - z ) (Rețineți că n + r = /z\ rir = ) Să continuăm analiza euristică a acestei relații Trebuie să găsim g(z) astfel încât pentru G(x,z) dat de formula de mai sus, există o expansiune infinită a seriei de puteri în x și z Funcția r (z) are o expansiune într-o serie de puteri și r( ) = Mai mult, pentru un z fix la x - r (z), numitorul G(x, z) tinde spre zero Astfel, este necesar să se aleagă valoarea g(z) astfel încât numărătorul să tindă și la zero la x = ra(z) Cu alte cuvinte, probabil ar trebui să alegeți zg(z) - r (z) Datorită alegerii făcute, expresia pentru G(x, z) este simplificată: G(a:,z) = ^ (r) z(l - r (z)x) = ^(r (z))n+ xnz- n> Această expansiune într-o serie de puteri este cea care satisface egalitatea inițială și, prin urmare, putem concluziona că forma funcției g(z) a fost aleasă corect Pentru a rezolva această problemă, trebuie să găsim coeficienții g(z) Într-adevăr, în acest caz, se poate obține o expresie simplă pentru toți coeficienții G(x, z) folosind binomul lui Newton: Fie w = z și r (z) = zf(w’) Apoi, folosind notația din Ex - , obținem f(u>) = E*> ~ )uL Prin urmare, /(w)r = Ak(r, - )wk *>o Atunci G(a:,z) = ^Am(n,- )xnz m+n, p,t iar solutia generala ar fi: / p + \ m + / p \ / p \ S( n)( m) \n - m) n + \n - m) \n - m - / / p + \ t + / p-I- \/ p- - \ P( n+i)( m+i) = I ) m; -mr = ) - I , )• \n-mJ n + \n-mj \n - m - Dacă j p, atunci elementul p trebuie să rămână pe stivă până când elementul este plasat pe acesta Combinând aceste două reguli, constatăm că condiția p} j Deoarece valorile de pe stivă cresc întotdeauna monoton, obținem pj / - z + z ) = + z + z + z + / + z + • • • După ce am efectuat diferențierea, găsim o relație recursivă convenabilă pentru calcule: nbn = ( n - )bn-i - (n - )bn- , n > O altă modalitate de a rezolva această problemă, propusă de W R Pratt, este utilizarea gramaticilor fără context pentru un set de șiruri (vezi capitolul ) Gramatica de substituție infinită -> qn(Bx)n, B -> sqn(Bx')n+ B pentru toate n > și B -> e este lipsită de ambiguitate și vă permite să numărați numărul de linii cu n x în același mod ca în exercițiu - Conform formulei Stirling, an = n/^/ rn -lO( nn /, ) Pentru a analiza bn, luăm în considerare mai întâi problema generală a estimării coeficientului wn în extinderea seriei de puteri a expresiei l/ - w l/ - aw, unde |a| , sau aceeași permutare, dar în care ultimele două elemente sau elemente și sunt schimbate, sau ambele în același timp Astfel, pentru k = , sunt interzise următoarele permutări: , , , , , , , [STOC ( ), ] (Soluția a fost propusă de R Melville în ) Lăsați stivele de RhS să fie aranjate astfel încât coada să înceapă de la elementul de sus al stivei R, să continue până la elementul de jos al stivei R și apoi să continue din partea de jos element la elementul superior al stivei S Dacă stiva R este goală, atunci elementele stivei S sunt împinse pe stiva R până când stiva S este complet goală Pentru a elimina un element de la începutul cozii, deschideți elementul superior al stivei R, care nu va fi golit până când întreaga coadă nu este goală Pentru a introduce un element de la sfârșitul cozii, împingeți elementul pe stiva S (cu excepția cazului în care stiva R este goală) Pentru a fi scos din coadă, un element trebuie să fie de cel puțin două ori apăsat și împins de două ori SECȚIUNEA Și - (dar nu Și) Presupunând că pot exista elemente AND în coadă, așa cum se sugerează în ( ) și ( ), atunci va fi imposibil să se facă distincția între o coadă goală și una plină verificând doar R și F, deoarece numai stările AND pot fi verificat Este mai bine să sacrifici o celulă de memorie decât să complici prea mult programul Ieșirea elementului de la capăt: dacă R = F, atunci UNDERFLOW, Y + - X[R]; dacă R = , atunci R "- Și, în caz contrar, R -R- Introducerea unui element de la început: fie X[F] +- Y; dacă F = , atunci F - Și, în caz contrar F "- F - ; dacă F = R, atunci VERFL W (a) LD I; BAZĂ LDA : Acest lucru va necesita cicluri în loc de sau , ca în ( ) (b) Soluția LDA BASE, : și pentru toate adresele de bază Іі = , І = - Soluția Dacă este necesar ca condiția Іі = І = să fie îndeplinită pentru adresele de bază, atunci puteți scrieți LDA X , : , unde celula X conține NOP BASE, : A doua soluție necesită încă un ciclu de ceas, dar în acest caz, tabelul de bază poate fi utilizat cu orice valoare a registrului de index (c) Acesta este echivalent cu LD X( : ) și va dura același timp pentru a se executa, dar registrul rI va conține valoarea + în timp ce X( : ) va conține - (a) N P * (b) LDA X : ( : ) (c) Acest lucru nu este posibil Codul LDA Y, : , care conține N P X, : la adresa Y, încalcă constrângerea impusă câmpului : (vezi exercițiul ) (d) LDA X, : cu constante suplimentare X N P *+ : N P *+ : N P *+ : 'N P : Timpul de execuție este de ceasuri, (e) INC X : unde X conține N P : (a) Luați în considerare instrucțiunea ENTA : cu configurația memoriei Celulă ADRESĂ Іі І : : : : : : : : iar cu rll = , rI = Aflați = = = = , , , = = = = , , , = , , , , , = = = = = , = = = , = = = = , , , , = , , , = , , = = = = = = = = adrese listate la pozițiile , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , În mod evident computerul ar trebui să facă aceeași evaluare în acea ordine ) Autorul a încercat câteva scheme neobișnuite de modificare a conținutului de memorie în timpul evaluării adresei cu restabilirea completă a stării inițiale după calculul adresei finale Algoritmi similari sunt discutați în secțiunea Cu toate acestea, aceste încercări au fost inutile și se pare că pur și simplu nu există suficient spațiu pentru a stoca toate informațiile necesare (b, c) Fie AND și C registre auxiliare, iar N un numărător Pentru a obține adresa și pentru comanda din celula L, procedați în felul următor AI [Inițializare] Setați H , atunci C "- AND, N "- N - și treceți la pasul A În caz contrar, AND este valoarea dorită | Acest algoritm poate fi utilizat corect în orice situație, cu excepția cazului în care Іі = și C Sau, dacă se știe că coada nu este plină, aceste condiții vor fi B C Este evident că algoritmii trebuie modificați în așa fel încât să fie posibilă extinderea sau reducerea spațiilor goale (Astfel, în cazul unui depășire, când B = C, spațiul liber dintre B și C poate fi creat prin deplasarea unei singure părți, și nu a ambelor deodată ) Când se calculează SUM și D[j] în pasul G , rețineți că fiecare coadă ocupă o celulă mai mult decât are nevoie de fapt (vezi exercițiul ) Pentru orice succesiune dată de acțiuni ai,a , ,am pentru fiecare pereche (j, k), unde j ak, este necesară o operație de mutare (O astfel de pereche se numește inversiune; vezi Secțiunea ) Prin urmare, numărul de astfel de perechi este numărul de mișcări necesare Acum prezentăm toate n acțiuni înregistrate și pentru fiecare dintre (Ț) perechi (J,k) cu j ak-Evident, este egal cu ("), adică numărul de opțiuni a și ak înmulțit cu nm~ , sau numărul de moduri de a completa restul spațiilor, deci numărul total de mișcări este ~ - Pentru a obține numărul mediu de mișcări, i e formula ( ), această valoare trebuie împărțită la pt Folosind aceeași metodă de numărare ca în ex , primim ( ) р>рк = + ■■■+rp) -(рі + +Рp)) / і\ , Există o modalitate mai ușoară de a rezolva această problemă? Aparent nu, deoarece funcția generatoare pentru n și t dat arată astfel U" Emntzm = n - z / z y n ( - z) \n - (n - l)z/ Dacă m = k, media este de fc ori / fc\ , f k\,n, , / AL, / k \„ / fc\ , ( ) fc+( + ••+( k )k+\k + l){k+ )+ ' +\ k) k- Și această sumă este k\ J ( k- \, ( k - Jfc + (k) k + - C k- fc+ b|- fc~l Un argument similar poate fi folosit pentru m = k + Răspunsul în acest caz ar fi: t t f t — \ + Y\Lm/ J/' A Ch Yao a dovedit că Emax(A?i, kg) = ^m + ( m( - p))~ ^ \/m + O(m ,z (logm) ) pentru m mare pentru p Mai mult, pentru p > | distribuția finală a lui ku tinde să fie uniformă ca m -> oo, astfel încât Emax(A?i, k) ~ |m [Cm Note de Leciure în Comp sci ( ), - ] Fie k = n/m + y/nx (Această idee îi aparține lui H G de Bruijn ) Conform formulei Stirling, obținem TP' P~t ku\ ' = (ѵТтг) Пп "^ ( - + у/т maxlxy, ,xn)\ \ P / unde ku + • • - + kn = ty valorile lui x sunt uniform mărginite Suma lor peste toate valorile nenegative ku, ,kp care îndeplinesc aceste condiții este o aproximare a integralei Riemann Și aproximarea sa asimptotică va fi egală cu an(m/n)+cyn/m+ ( ), unde с„ = (ѵТг) ppp/ [ J Xi +• max(xi, -Xn -O deoarece se poate demonstra că sumele corespunzătoare sunt într-o vecinătate e a lui an și Cn pentru orice e Se știe că an este J, deoarece suma corespunzătoare poate fi estimată în mod explicit Integrala din expresia pentru cn este egală cu pC, unde L \u d Jxl + + x \u d xi exp b xn)} dx dxn Făcând o înlocuire X \u d - (Y H Fj / n), X \u d X! - y , Xs-Xu-uz, Xn = Xi - yn, n se poate găsi Ii = I /n, unde h= I (î/ H -F Yn)exp(-^ } dy dyn, JY - ,l/n> ' ' și Q = n(j/ + • • • + Yn) - (j/ + • • • -FJ/n) - Acum, din considerente de simetrie, obținem că integrala I este egală cu (n— ) ) înmulțit cu aceeași integrală în care în loc de (y +• • -Fj/n) se înlocuiesc valorile lui y Prin urmare, I = (n - )/z, unde h = I {ny -(y -\ F î/n))exp(-Ș) dy dyn •'V ,- ,Vp> ' Z ' = / expf-dy dyn JV , • o \ z / Aici Qo este egal cu Q, unde y sunt înlocuite cu zerouri [Dacă n = , atunci / = ] Să presupunem acum că Zj = y/nyj - (uz - • • • + Yn)/(V + y/n), X / = an Y exp z + + Zn dz ■ ■ ■ dzn = an(V іi)n - Aici an este raportul „unghiului solid” în spațiul (n - ) dimensional acoperit de vectorii (n + \/ n, , , ) - ( , , , ), , ( , , , n + \/ n) - ( , , , ), la unghiul solid total al întregului spațiu Prin urmare, (n - )v/mі c„ = Se obține a = , az = = mr- arctan y/ și și az \u d - arctan - \u d ~ tg U [Deși s-a obținut o soluție la această problemă pentru c (Robert M Kozelka, Annals of Math Stat ( ), - ), ea nu pare să fi fost publicată pentru valori mai mari ale n ] Nu, cu excepția cazului în care astfel de restricții sunt impuse cozilor, în baza cărora li se poate aplica o metodă primitivă bazată pe regulile ( ) și ( ) Mai întâi, ar trebui să arătați că întotdeauna BASE[j] + c+ ( -fc)n^ )+qd, în timp ce costul real este pa+bN + cn+ qd AS/n Presupunerea noastră că M > n înseamnă că cS/n + (b + c)N > bN + cn Ar fi posibil să micșorați pur și simplu toți indicii cu unul, dar soluția de mai jos arată puțin mai elegantă În starea inițială T = F = R = Împingeți Y pe stiva X: dacă T = M, atunci OVERPLOW; X[T] j Acum b a întrucât k > j și a b , deoarece m > j Prin urmare, (iv) nu este satisfăcut În schimb, dacă există o singură sortare topologică ai a? an, atunci condiția a a +i trebuie să fie valabilă pentru vreo Totuși, în acest caz, relațiile a - , tastați LOOP DETECTED IN INPUT: și setați QLINK [A:] k > LD N T LD X, (T P) P k > T INC LDA X, (QLINK) JAZ *- Găsiți un k pentru care QLINK [A;] T ST X, (T P) TORNS:] , setați N NODE(Q) și specificând LINK(Q) Apoi nu va funcționa corect Algoritmul M cu P = M va da, de asemenea, rezultatul așteptat Algoritmul M cu P = Q va duce la faptul că polinomul (P) H LDA F Resetează valorile comutatorului STA SW LDA F STA SW STA SW H JMP * Retur H JMP ♦+ Noua valoare a comutatorului SW LDA , MUL , gX SLA Mutați la caseta din d A STX OF Salvați GC pentru SW și SW JMP SW + H LDA OF Noi valori pentru SW și SW H LDA Valoare normală SW H LDA , Valoare tipică pentru SW și SW OH CON Stocare temporară | Fie r numărul de termeni ai polinomului (M) Pentru a executa această rutină va dura Іr + r + + + £ tp "+ £ p' + £ q' unități convenționale de timp, unde însumarea se realizează peste valorile corespunzătoare în timpul r activări ale programului A Numărul de termeni ai polinomului (Q) crește np'-m' cu fiecare activare a programului A Pentru o presupunere complet rezonabilă, m' = și p = ap, unde IN, atunci STATE / G INGD WN” la condiția „FL R = IN” în pașii U și U La pasul E , pasagerii trebuie luați din coada QUEUEEFLOOR] dacă se îndreaptă în aceeași direcție cu liftul; in acelasi timp, liftul nu trebuie sa fie in starea neutra STARE = NEUtru, altfel toti pasagerii vor fi luati [Clădirea de matematică de la Stanford are doar un astfel de lift, dar utilizatorii săi nu prea acordă atenție indicatoarelor externe, adică intră în mașină indiferent de direcția de mers De ce proiectanții de lift nu ar lua în considerare acest fapt și nu ar defini logica ascensorului fără variabilele CALLUP și CALLDOWN? Apoi funcționarea liftului în ansamblu s-ar accelera, deoarece nu s-ar opri atât de des ] Linia presupune că această persoană se află pe lista de AȘTEPTARE Trecerea la pasul U A confirmă că această ipoteză este corectă Se presupune că valoarea GIVEUPTIME este pozitivă și este într-adevăr sau mai mare Cititorul este invitat să studieze singur acest cod E DEC ENTA JMP HOLDC LDA CALL, ( : ) JAP F ENT - J Z F LDA CALL , ( : ) Jazz E H LDA CALL-K ADAUGĂ APEL - ADAUGĂ APEL - ADAUGĂ APEL - JANZ E H ENTA JMP E A HOTĂRÂRE STJ F Adresa depozitului magazinului J NZ F Dl Trebuie să iei o decizie? LDX ELEV + (NEXTINST) DECX El D Ar trebui deschise ușile liftului? JXNZ F Faceți o tranziție, LDA CALL+ dacă liftul nu este în starea E ENT E Pregătiți-vă pentru pasul E , JANZ F dacă există un apel la etajul H ENT - RZ Există provocări? LDA CALL+ , Căutați o valoare diferită de zero JANZ F variabilă de apel H INC rll \u d j - J NP *- ts LDA F( : ) Toate apelurile [ jl, j / FLOOR DECA E B Este adresa de ieșire egală cu linia ? IANZ F ENT - Set j - H ENT D Schimbarea de stat DEC , STARE - j - ETAJ J NZ ♦+ JANZ B j = ETAJ în general nu este permis JXNZ F D Este liftul în standby? J Z F Tranziție dacă lift nu la pasul E sau j = ENT E În caz contrar, programați E H ENTA Așteptați de unități ST F( : ) Salvare îndoire ENT ELEVI ST , (NEXTINST) Setați NEXTINST pentru pasul E sau E JMP HOLD Programați acțiuni H ENT * Restabilire curba H JMP ♦ Ieșiți din subrutină | Mai întâi fie LINK[k] = , , proces J Căutați o nouă linie QO -UP(QO) rI ROW(QO) Dacă rI I, săriți X „ȘI; (j + g[I] în caz contrar Este ușor de demonstrat că c[j] > r[i] implică c[J] > r[l] + J, iar c[J] , definiția presupune că există o rădăcină A'i și subarbori T\,Ti, ,Tm', fie X = Ai, fie X este membru al unui singur subarbore ) În acest din urmă caz, prin inducție, există o cale Xr, , X, unde X? este rădăcina subarborelui T}, și întrucât A'i este părintele lui Ag obținem calea A'i, Ag, , ȘI Partea Să arătăm că există cel mult o astfel de secvență Să demonstrăm prin inducție că dacă A nu este rădăcina unui arbore, A are un singur părinte (deci nodul AD determină nodul A*, i, care determină nodul A*, r etc ) Dacă arborele are un singur nod, dovada este evidentă; în caz contrar, A este în singurul subarboresc al lui T Fie A este o rădăcină a lui T și, prin definiție, nodul A are un singur părinte, fie X nu este o rădăcină a lui T, caz în care nodul X, prin inducție, are un singur părinte T} și niciun alt nod în afara subarborelui ) poate fi părinte al unui nod ȘI Adevărat (din păcate) Fie parent' '(A) = A și fie parent'k+ (A) = parent(parent^(A)), astfel încât parent' ^A) este părintele nodului X și părinții \ A') sunt strămoșii nodului A Când k > , părintele ^(A) este strămoșul lui A Y), dar părintele^^A) părintele^m+n\Y) Dacă n > , această condiție nu este simetrică față de A" și Y, deși este considerată simetrică în situațiile de zi cu zi Folosiți condiția nesimetrică din ex și luați în considerare faptul că părintele(Az) este părinte(Y) dacă j sau k (sau ambele) este - Pentru a arăta că această relație este întotdeauna adevărată pentru o singură valoare a lui mn și o singură valoare a lui n, luăm în considerare notația zecimală Dewey pentru A și Y și anume—I ai •■■,ap bi ■■■ bq și Sch • • ap ci ■ ■ • cr, unde p > , q > , r > şi bi = Q (dacă qr = ) În această formă, putem rescrie notația pentru orice pereche de noduri și, prin urmare, în mod evident, ar trebui să presupunem că m = q - și m + n = r - Niciun arbore binar nu este un arbore Acestea sunt concepte complet diferite, în ciuda faptului că schema unui arbore binar nevid este foarte asemănătoare cu un arbore Rădăcina este nodul A, deoarece rădăcina este de obicei situată deasupra Orice multime finita de multimi imbricate poate fi asociata cu padurea definita mai sus Fie Ai, An multimile multimii date care nu sunt continute in nicio alta multime putem presupune ca aceasta colectie corespunde unui arbore care nu este ordonat cu setul A ca rădăcină Fie relația X = Y ținută într-o mulțime imbricată C dacă există Z ∈ C astfel încât XUY C Z Este evident că această relație este reflexivă și simetrică și este de fapt o relație de echivalență, întrucât W ~ X și X = Y implică faptul că există astfel de Z\ și Zi în C c W C Zi, X C Zi OZ și Y C Z? De când Zi P Z? , atunci fie Zi ⊂ Z fie Z> G Zi prin urmare, WUY C Zi U Z € C Acum, dacă C este o mulțime imbricată, definim mes orientat corespunzător lui C conform regulii „X este un strămoș al lui X, iar Y este un descendent al lui X dacă și numai dacă XD Y” Fiecare clasă de echivalență a mulțimii C corespunde unui arbore direcționat, care este o pădure dirijată cu relația X = Y pentru tot X, (Astfel, am generalizat definițiile de pădure și arbore, care au fost date anterior doar pentru multimi finite) Pe baza acestor consideratii, putem defini nivelul multimii A' ca fiind cardinal numarul multimii de stramosi (X) In mod similar, gradul multimii A' este numarul cardinal al claselor de echivalente din multimea imbricata de descendenți (X) Să-l numim pe A' părintele lui Y și pe Y fiul (fiica) lui X dacă X este un strămoș care XDZD ' (X poate avea descendenți care nu sunt copiii săi, sau să aibă strămoși care nu îi sunt părinți ) A ordona copacii și pădurea într-un mod special definim o ordine între clasele de echivalență menționate mai sus, de exemplu, extinzând relația C la conceptul de ordine liniară, ca în exercițiul Exemplul (a) Fie Sak = {x | x = Ds/d/z în notație zecimală, unde a = eie ez în notație zecimală și d} = e dacă j mod k } Setul C = { 'ok I k > , , iar Ta are un copil SQoo plus un subarboresc {S^mn | / - a), rezultând o mulțime imbricată în care fiecare nod are un nivel nenumărat, gradul și doi copii Pentru a ne asigura că pădurea corespunde unei mulțimi parțial ordonate, îi impunem o constrângere suplimentară (asemănătoare cu „mulțimile imbricate”) dacă x y și x × z, atunci fie y × z, fie z × y Cu alte cuvinte , elemente care mai mari decât un element dat sunt ordonate liniar Pentru a obține un arbore, trebuie de asemenea să presupunem existența unui astfel de element mai mare r astfel încât x r pentru tot x Dovada celuilalt fapt că rezultatul este un arbore neordonat definit mai sus, dacă numărul de noduri este finit, se realizează în același mod ca pentru mulțimile imbricate din ex ai, ai az, ••• ot Întrucât mulţimea S nu este goală, ea conţine elementul n • ■ ■ a*, unde k ia valoarea minimă posibilă Dacă k > , alegem valoarea minimă posibilă a* în mulțimea S și constatăm imediat că k trebuie să fie egal cu Cu alte cuvinte, S trebuie să conțină un element Fie acest element rădăcină Toate celelalte elemente k > și, prin urmare, elementele rămase ale mulțimii S pot fi împărțite în mulțimi S = { J O • ■ ■ -a*,}, Dacă m şi mulţimea Sm nu este goală, atunci prin aceleaşi consideraţii obţinem că lj aparţine mulţimii Sj pentru fiecare Sj Prin urmare, fiecare set S nu este gol Atunci este ușor de observat că seturile = { , ■ ■ ab I lj a • • • a* aparține lui \} satisface aceeași condiție ca și mulțimea S Prin inducție, fiecare mulțime S formează un arbore Fie o rădăcină și fie a și a rădăcinile subarborilor din stânga și din dreapta arborelui a, dacă există astfel de rădăcini De exemplu, în fig , (a) Regele Christian IX apare de două ori, și anume în pozițiile și Pentru concizie, omitem punctele zecimale din această notație și obținem și Cometariu Această desemnare a fost propusă de F Galton (Francis Galton); vezi Moștenirea naturală (Macmillan, ), Pentru pedigree, este mai bine să folosiți mnemonicile F (tată) și M (mamă) în loc de și și să aruncați unitatea inițială Apoi, relația lui Christian IX cu Charles poate fi exprimată prin denumirea MFFMF, adică Christian IX este tatăl mamei mamei tatălui tatălui mamei lui Charles Notația bazată pe și este, de asemenea, interesantă prin faptul că vă permite să stabiliți o relație importantă între nodurile unui arbore binar și numerele întregi pozitive din sistemul binar (și anume, între adresele din memoria computerului) Nodul părinte (F[l]) = A, nodul părinte (F[l, ]) = C; prin urmare, nodul părinte (G[ , , ]) = E L[ , , ] = ( ) L[ , ] este lipsit de sens deoarece L[ ] este o Listă goală *[£] L[ ] = (L); L[ , , ] = a A * Y (Intuitiv, corespondența dintre arbori - și arbori binari poate fi obținută prin eliminarea tuturor nodurilor frunze dintr-un arbore - Vezi construcția în Secțiunea ) Fie un arbore - cu un nod să corespundă unui arbore binar gol și un arbore - cu mai mult de un nod, constând dintr-o rădăcină r și - arbori Ti și Ti, corespunde unui arbore binar cu rădăcina r, subarborele stânga T[ și subarborele din dreapta T), unde Ti și Ti corespund lui T[ ii? + O ■ rai + ■ P + • • + (ta - ) • Vin Dovada Numărul de noduri din arbore este x + m + u + • ■ • + n și este, de asemenea, + (numărul de copii din arbore) = + -thio + ■ + • + ■ ■ ■ + • Vineri • Ideea principală este de a folosi construcția recursivă, adică de a reprezenta un arbore binar nevid ca rădăcină, precum și subarborii din stânga și din dreapta, care sunt înjumătățiți și rotite Astfel, având o lupă suficient de puternică, este posibil să înfățișați un arbore binar mare pe o pagină de hârtie Acest lucru se poate face în mai multe moduri De exemplu, una este de a reprezenta rădăcina cu o linie trasată din centrul unei pagini peisaj până în partea de sus a paginii Mai mult, reprezentarea subarborelui din stânga va fi în jumătatea stângă a paginii după rotirea cu ° în sensul acelor de ceasornic, iar reprezentarea subarborelului din dreapta în jumătatea dreaptă a paginii după rotirea cu ° în sens invers acelor de ceasornic Apoi fiecare nod va fi reprezentat printr-o linie de jumătate de lungime (față de lungimea segmentului anterior), desenată de jos în sus (Dacă aplicați această metodă la un arbore binar complet (arborele binar complet) cu k - noduri la k niveluri, obțineți așa-numiții arbori H (arbori H), care reprezintă cea mai eficientă dispunere a unor astfel de arbori binari pe un cip VLSI (cip VLSI) (vezi R P Brent și H T Kung, Inf Proc Letters ( ), - ) O altă modalitate este de a reprezenta un arbore binar gol ca dreptunghi și de a roti reprezentarea pentru subarbori ai arborilor binari negoci în așa fel încât subarborii din stânga să fie amestecați la stânga sau sub subarborii din dreapta corespunzători, în funcție de paritatea arborilor binari următorul pas recursiv al acestei construcții Ca rezultat al unei astfel de construcții, dreptunghiurile vor corespunde nodurilor externe ale arborelui binar extins (vezi Secțiunea ) Această reprezentare, în mare măsură legată de conceptele de arbori -d și quadtrees, discutate în Secțiunea , este deosebit de utilă atunci când informațiile sunt conținute în noduri externe mai degrabă decât interne SECȚIUNEA INFO(T) = A, INFO(RLINK(T)) = C, etc ; rezultatul este N În ordine de bypass direct: ; în ordine de parcurgere simetrică: ; în ordine inversă: Da, corect Rețineți, de exemplu, în ex că nodurile - sunt întotdeauna aranjate în această ordine Acest rezultat poate fi obținut automat prin inducție asupra dimensiunii unui arbore binar Este reversibil în ordinea inversă a bypass-ului (Acest lucru poate fi demonstrat cu ușurință prin inducție ) De exemplu, nodurile arborelui din exercițiu în ordine directă în binar (care în acest caz este echivalent cu notația zecimală Dewey) ar arăta astfel: I, , , , , , Aici șirurile de numere sunt sortate ca cuvintele într-un dicționar În general, la sortarea lexicografic de la stânga la dreapta, nodurile vor fi listate în ordine directă dacă „decalaj” i k( apk-a^(k- )} este egal cu [un+ ] ( - tz) (l + u) " ^> u /(l ~uJ ) minus an Folosind metoda de la ex - , obținem seria asimptotică [NG de Bruijn, D E Knuth și SO Rice, în Graph Theory and Computing, ed de R C Read (New York: Academic Press, ), - ] Dacă acest arbore binar reprezintă pădurea descrisă în Secțiunea , atunci valoarea rezultată este înălțimea acestuia (adică cea mai mare distanță dintre rădăcină și nodurile arborelui, plus unu) Generalizări ale acestui rezultat pentru alte variante de arbori au fost obținute de Flajolet și Odlyzko [J Computer și Systern Sci ( ), - ] Distribuția asimptotică a înălțimii aproape și departe de medie a fost analizată de Flajolet, Gao, Odlyzko și Richmond [Combinatorics, Probability, and Computing ( ), - ] Nodul NODE(P) trebuie vizitat între pașii T și T și nu între pașii T și T Pentru a demonstra validitatea acestei propoziții, dovediți adevărul enunțului „Începând de la pasul T cu starea inițială a stivei A, care conține elementele A [ ] A[mJ” exact ca în text a acestei secțiuni (Soluție datorată lui S Araijo, ) Să lăsăm pașii T -T neschimbați, dar să facem Q inițializat cu valoarea A la pasul TI și Q indicând către ultimul nod vizitat, dacă există Pasul T va fi înlocuit cu alți doi pași T [Ramura dreaptă a trecut?] Dacă RLINK(P) = A sau RLINK(P) = Q, mergeți la pasul Tb; în caz contrar setați A P, P ha W cu valorile P = X și Q = T Dacă a(T) = xіX ■ ■ ■ xsn este succesiunea rezultată de noduri în ordine triplă de traversare, atunci în acest caz obținem a(T) = T "(LLINK (T)) T "(RLINK (T)) T Prin urmare, după cum a observat Lindstrom, cele trei subsecvențe : : ? n , : : xsn-i, ? apar o singură dată (Deoarece nodul rj+i este fie părinte, fie copil al nodului x}, aceste subsecvențe vizitează nodurile în așa fel încât fiecare nod să fie la cel mult trei legături distanță de predecesorul său Secțiunea descrie o schemă generală de traversare care se numește prepostorderul și are această proprietate nu numai pentru arbori binari, ci și pentru arbori de tip general ) Acest program folosește notația și convențiile folosite în programele T și S, cu Q în cazul gib și/sau gi Calculatorul MIX de modă veche nu este foarte bun la compararea registrelor de indici, astfel încât variabila R este omisă și testul de condiție Q = R este înlocuit cu testul de condiție RLINK(Q) = P U LD HEAD(LLINK) U A J Z D NE din LD , (LLINK) n + a - J Z U n + a - U CMP (RLINK) ?i - b JE F n- b ENT , n — b — a + l LD (RLINK) n - b - a + l J NZ U n - b - a + l U ST (RLINK) a - ȘI U LD , (LLINK) a - JMP U a - H STZ (RLINK) a - N U VIZITA JMP nr U LD (RLINK)n U J NZ U n D NE U Inițializare Rh - T Dacă P = A, opriți algoritmul Ocolire U pe stânga Q h - LLINK (P) Treceți la pasul U dacă Q = L U Căutați un fir de conexiune Salt dacă RLINK(Q) = R rI h - Q Treceți la pasul U cu Q h - RLINK(Q) dacă această valoare este U a Inserarea unui link-thread RLINK(Q) h—R U Deplasați-vă la stânga P h - LLINK (P) Treceți la pasul U U b Ștergerea unei conexiuni de fir RLINK(Q) h—L U Vizitați în ordine simetrică U Deplasați-vă în sus sau la dreapta Rh - RLINK (P) U Bypass finalizat? Treceți la pasul U dacă R L eu Timpul total de execuție este n + a - - , unde n este numărul de noduri, a este numărul de link-uri RLINK goale (deci, a - este numărul de link-uri LLINK nevide), b este numărul a nodurilor de pe „coloana dreaptă” a arborelui T, RLINK(T), RLINK(RLINK(T)) etc Inserarea unui nod în dreapta: RLINKT (Q) - RLINKT (P), RLINK (P) - Q, RTAG (P) - O, LLINK (Q) - L La inserarea unui nod pe stânga, cu condiția ca LLINK (P) = L, trebuie să faceți următoarele: setați LLINK (P) - Q, LLINK (Q) - L, RLINK (Q) - P, RTAG (Q) - Inserarea unui nod din stânga între P și LLINK(R) L: setați R - LLINK(P), LLINK(Q) - R, apoi nu setați sau setați R ■(- RLINK (R) până la RTAG( R) = și, în final, setați RLINK(R) ■(-Q, LLINK(R) -Q, RLINK(Q) -P, RTAG(Q) - (În acest din urmă caz, un algoritm mai eficient poate fi utilizat dacă un nod F este cunoscut astfel încât P = LLINK(F) sau P - RLINK(F) De exemplu, presupunând că cea din urmă dintre aceste două egalități este valabilă, se poate seta INFO(P) -> INFO(Q), RLINK(F) -Q, LLINK(Q) -P, RLINK(P) -Q, RTAG(P) - În general, nu sunt recomandat, deoarece acest lucru ar necesita un schimb intens al conținutului nodurilor în întreaga memorie a computerului ) Nu, așa cum se vede în acest exemplu Mai întâi demonstrăm (b) prin inducție asupra numărului de noduri ale arborelui T și apoi în mod similar (c) Pentru a demonstra (a) luăm în considerare mai multe cazuri Să notăm T T dacă condiția (i) este îndeplinită, notăm T INFO(P'), opriți execuția algoritmului (T > T) R [Sări la stânga] Dacă LLINK(P) = L = LLINK(P'), mergeți la pasul R ; dacă LLINK(P) = L LLINK (P'), opriți execuția algoritmului (T - - T'); în caz contrar setați P - LLINK(P), P' - LLINK(P') și treceți la pasul R R [sfârșitul traversării ] Dacă P = HEAD (sau, echivalent, dacă P' = HEAD'), terminați algoritmul (T este echivalent cu T') R [Mergeți la dreapta ] Dacă RTAG(P) = = RTAG(P'), setați P h - RLINK (P), P'h - RLINK (P') și treceți la pasul R Dacă RTAG(P) = / RTAG(P'), opriți rularea algoritmului (T - -T') În caz contrar, setați P ch - RLINK(P), P' ch - RLINK (P') și treceți la pasul R | Pentru a demonstra validitatea acestui algoritm (și, prin urmare, pentru a înțelege cum funcționează), putem arăta prin inducție asupra mărimii arborelui Pentru că următoarea afirmație este adevărată: „Începând de la pasul R cu P și P' indicând spre rădăcinile a doi arbori binari dreptaci negoali To și Apoi, execuția algoritmului se oprește dacă To și Tq nu sunt echivalente, dar se știe că fie To - - Tq Algoritmul va atinge pasul R dacă To și Tq sunt echivalente, cu P și Pz indicând, respectiv, către nodurile succesoare pentru nodurile To și Tq în ordine simetrică ” Arborele original este echivalent și similar cu copia sa Demonstrați prin inducție asupra mărimii arborelui T că următoarea afirmație este adevărată: „Începând cu pasul C cu P îndreptat către rădăcina unui arbore binar nevid T, cu Q indicând către un nod care are stânga gol și subarborele din dreapta, această procedură va ajunge în cele din urmă la pasul C după setarea INFO(Q) ch - INFO(P) și atașarea unor copii ale subarborilor din stânga și din dreapta ale NODE(P) la NODE(Q) și cu P și Q indicând, respectiv, către nodurile predecesoare ale arborilor T și nodul NODE(Q) în ordine directă ” Să presupunem că indicatorul T din ( ) este egal cu LLINK (HEAD) din ( ) L [Inițializare] Setați Q la HEAD, RLINK(Q) la Q L [Avansare ] Setați R h - Q$ (vezi mai jos) L [Firmware] Dacă RLINK(Q) = L, setați RLINK(Q) R la R, RTAG(Q) R la ; în caz contrar, setați RTAG(Q) h- Dacă LLINK(P) = L, setați LLINK(P) P-Q, LTAG(P) P- ; în caz contrar, setați LTAG(P) la L [Bypass finalizat?] Dacă P / HEAD, setați Q h - P și reveniți la pasul L | La pasul L al acestui algoritm, se presupune că este activată o corutine de ordine de traversare simetrică, ca în algoritmul T, cu condiția suplimentară ca algoritmul T să viziteze nodul HEAD după o parcurgere completă a întregului arbore Această notație este o simplificare convenabilă în descrierea algoritmilor de traversare a arborilor, deoarece nu este necesar să se repete descrierea stivei din algoritmul T Desigur, algoritmul S nu poate fi folosit la pasul L , deoarece arborele nu a fost încă parcurs Dar algoritmul de la ex poate fi folosit și, datorită acesteia, apare o altă metodă convenabilă de cusătură a copacului fără nicio stivă auxiliară XI Setați R H—HEAD X Setați Q h — P$ (folosind, de exemplu, algoritmul de arbore cusut la dreapta modificat S) HZ Dacă R / HEAD, setați AVAIL fie informația conținută în rădăcini este echivalentă și este îndeplinită următoarea condiție: să presupunem că Tі, ,Tn sunt subarbori ai rădăcinii arborelui T, a T[, ,T^, sunt subarbori ai rădăcinii arborelui T' și să presupunem că k > este maximul posibil astfel încât Tj este echivalent cu TJ pentru /(ті)” cu fragmentul „/(ті), , f(xd)” în două locuri La pasul F , efectuăm următoarele acțiuni: „Dacă P indică primul nod în ordine directă, atunci terminați algoritmul (Atunci stiva în direcția de sus în jos va conține elementele /(rădăcină(Ti)), , /(rădăcină(Tm)), unde Ti, ,Tm sunt copacii pădurii date în direcția de la stânga la dreapta ) În caz contrar, dacă da, setați P pentru a indica predecesorul său în ordinea înainte (P h - P - s pentru această reprezentare) și reveniți la pasul F " În pasul D , setați S ch la A (S este o variabilă de legătură care indică partea de sus a stivei ) Pasul D poate fi modificat astfel încât să citească: „Dacă NODE(P) este un operator unar, setați Q ch la S, S ch - RLINK (Q), P h - LLINK (P) Dacă NODE(P) indică un operator binar, setați Q ch la S, Q ch la RLINK(Q), S ch la RLINK(Ql), P ch la LLINK(P), P ch la RLINK(Pl) Apoi executați DIFF[TYPE(P)]” Pasul D după modificări ar putea arăta astfel: „Set RLINK(Q) h - S, S h - Q”, iar pasul D ar fi: „Set R h - R$” Operația LLINK(DY) h - Q poate fi eliminată la pasul D , presupunând că S = LLINK(DY) Evident, această metodă poate fi generalizată la operatori ternari și de ordin superior O reprezentare ca ( ) ar necesita n - m câmpuri LLINK și n + (n - m) câmpuri RLINK Diferența dintre numărul total de legături pentru aceste două tipuri de reprezentare este egală cu n - m Dacă câmpurile LLINK și INF folosesc aproximativ același spațiu în interiorul unui nod, iar m este foarte mare (și anume, dacă nodurile care nu sunt frunze au un grad foarte mare), reprezentarea ( ) pare de preferat Ar fi complet neînțelept să includeți link-uri RLINK cu fir, deoarece link-ul RLINK indică oricum doar către PARENT Legăturile LLINK îmbinate ca cele utilizate în -( ) ar fi utile numai atunci când traversați un copac de la dreapta la stânga, de exemplu dacă ar fi necesar să traversați arborele în ordine inversă sau de familie Dar aceste operatii fara cusatura LLINK nu sunt prea greu de realizat, cu exceptia cazului in care nodurile au un grad foarte mare L Setați Ph - FIRST, FIRST h - A L Dacă P = A, opriți executarea algoritmului În caz contrar, setați Q H - RLINK (P) L Dacă PARENT(P) = A, setați RLINK(P) h la FIRST, FIRST h la R În caz contrar, setați R la PARENT(P), RLINK(P) la LCHILD(R), LCHILD(R) la R - R L Setați P h - Q și reveniți la pasul L | { , }{ , , , }{ , , } Ar trebui să efectuați pasul E din algoritmul E și apoi să verificați validitatea expresiei j = k O modalitate este să introduceți în câmpul PARENT al fiecărui nod rădăcină numărul de noduri din arborele său cu semnul minus (aceste valori pot fi actualizate cu ușurință) Atunci, dacă IPARENT[j] I > |PARENT[A] | la pasul E , rolurile lui j și k sunt interschimbate După cum a arătat M D McIlroy, această metodă reduce numărul de pași la O(logn) Pentru a obține o viteză și mai mare, se poate folosi următoarea sugestie a lui Alan Tritter: în pasul E , setați PARENT[t] h - k pentru toate x k valorile întâlnite la pasul E Acest lucru forțează încă o trecere în sus în copac, dar le scurtează și lungimea și, prin urmare, căutarea ulterioară este mult mai rapidă (vezi secțiunea ) Este suficient să definiți transformarea care se realizează pentru fiecare flux de intrare (P, j, Q, k) TI Dacă PARENT(P) / A, setați j h - j + DELTA (P), R h - PARENT (P) și repetați acest pas T Dacă PARENT(Q) / A, setați la h- la + DELTA (Q), Q h- PARENT(Q) și repetați acest pas TK Dacă P = Q, se verifică validitatea condiției j - k (dacă nu este îndeplinită, atunci fluxul de intrare conține relații de echivalență inconsistente) Dacă P / Q, setați DELTA(Q) h - j - k, PARENT(Q) h - P, LBD(P) h - min(LBD(P), LBD(Q) +DELTACQ)) și UBD(P) h—max(UBD(P), UBD(Q) + DELTA(Q)) | Cometariu Pentru condițiile corect formulate, se poate permite ca declarațiile „ARRAY X[Z:w]” să fie intercalate cu relații de echivalență, sau să permită atribuirea unor adrese variabilelor înainte ca echivalența lor cu alte variabile să fie stabilită și așa mai departe acest algoritm poate se găsesc în SACM ( ), , (a) Da (Dacă această condiție nu este necesară, atunci ciclul lui S în etapele A și A poate fi evitată ) (b) Da Faptul cheie este că lanțul de legături SUS în sus de la P acoperă întotdeauna aceleași variabile și grade ale acestor variabile ca și lanțul de legături SUS în sus de la Q, dar în ultimul lanț pot exista pași suplimentari pentru variabilele cu gradul „ zero” (Această condiție este îndeplinită pe tot parcursul algoritmului, cu excepția pașilor A și A ) Acum trecerea la pasul A este posibilă fie după pasul , fie după pasul A și, în fiecare astfel de caz, testarea adevărului condiției EXP(Q ) Se efectuează Prin urmare, EXP (P) / În special, aceasta implică că P A, Q / A, CR(P) φ A, UP(Q) / A, și de aici urmează și afirmația formulată în exercițiu Astfel, pentru a obține această dovadă, este necesar să se arate că condiția de mai sus pentru lanțul de legături UP nu este încălcată atunci când acest algoritm este executat Demonstrați (prin inducție asupra numărului de noduri ale unui arbore T) că dacă P indică către T și dacă stiva este inițial goală, atunci după pașii F -F va conține o singură valoare - f (rădăcină(T)) Acest lucru este valabil pentru n = Dacă u > , atunci există j + , mergeți la pasul P (Dacă ar exista un câmp LTAG, s-ar putea folosi condiția LTAG[J] = în loc de această condiție ) RZ Dacă stiva I este goală, închideți algoritmul; în caz contrar, setează i' k care sunt situate la stânga to în рір •• Рп- O schemă similară, care listează numărul de moștenitori ai fiecărui nod în ordine inversă pentru o pădure dată, conduce la o succesiune de numere cіC cn, care sunt caracterizate prin proprietățile (i) j > k - u , ceea ce presupune j - cj > k - sk Algoritmii bazați pe astfel de secvențe au fost investigați de J M Pallo în Comp J ( ), - Rețineți că c*, este dimensiunea subarborelului din stânga al nodului k-lea în ordinea de parcurgere simetrică a arborelui binar corespunzător, d*, poate fi interpretat și ca dimensiunea subarborelului din dreapta al nodului k-lea în ordinea de parcurgere simetrică a arborelui binar corespunzător, respectiv arborele binar , care corespunde acestei păduri după metoda din ex - Relația dk și valoarea minimă a lui c(i, n) este c(n - , n), atunci există cel puțin un arbore de cost minim în care este conectată ieșirea Tn-i la Tn (Într-adevăr, pentru orice arbore de cost minim cu n > noduri frunză, și cu o ieșire Tn i conectată la ieșirea Tn, trebuie să existe și un arbore de cost minim cu n - noduri frunză, dacă luăm în considerare concluziile Tn -i și Tn ca „o ieșire generalizată”, folosind convenția menționată în acest algoritm ) Pentru a demonstra expresia de mai sus, să presupunem că există un arbore de cost minim în care ieșirea Tn i nu este lipită la Tn Dacă adăugăm o legătură Tn-i - Tn, atunci obținem un ciclu și orice altă legătură poate fi eliminată din acesta Îndepărtând legătura care atinge ieșirea Tn, obținem un alt arbore, al cărui preț total nu este mai mare decât prețul inițial și care conține legătura Tn-i - Tn Creați două tabele auxiliare a(i) și (r) pentru ] = + , tipăriți „+(b, P[ ])”, iar dacă nu, imprimați (P[ ], )”; setați bt - P[ ] și repetați pasul Sat eu Cometariu Dacă folosim ipoteza lui McIlroy din răspunsul la ex - , acest algoritm necesită pași O(mlogn) pentru a finaliza Dar există o soluție mai bună, care necesită doar pași O(m) Folosiți mai ales căutarea în adâncime pentru a construi un palmier cu un ciclu fundamental pentru fiecare frunză [R E Tarjan, SICOMP ( ), - ] Gradul unui nod de arbore este egal cu gradul de intrare, iar gradul de ieșire al fiecărui vârf nu poate fi decât egal cu sau Definiți o succesiune de subarbori direcționați ai lui G după cum urmează: Go conține un singur vârf R', Gk+i conține Gk și orice vârf V al lui G care nu aparține lui Gk, dar pentru care există un arc de la V la V', unde V aparține graficului Gk, precum și încă un astfel de arc e[V] pentru fiecare astfel de vârf Urmează imediat prin inducție că G* este un arbore direcționat pentru toate k > și că dacă există o cale direcționată de lungime k de la V la R în G, atunci V aparține graficului G* Prin urmare, Goo este mulțimea tuturor V și e[V] din orice Gk și este subarborele orientat dorit al graficului G În ordine lexicografică, arată astfel: (e ; e і e , e ; e > e і e > e : e ), (e j e : e , e , e , e ; e I! e i e ), (e > e (b e e , e , e , e > e : e )> (e , e > e , e , e , e i e , e , e )> (^ , e , his, eOo, eoi, e , eOi, e'u, e i), (altfel, e , e , e , eoi, e' , e i, eoi, eoi)> (ei , e , e , e'ol, e , e , eOi, e'i , e ), (ei , e , e , eoi, e'i , e i, eI , e , eOi) Opt variante se obțin ca urmare a enumerarii perechilor independente de muchii, în fiecare dintre ele una dintre muchii o poate preceda pe cealaltă: eo sau eoi, el sau e'i , e o sau e Da, este adevărat, deoarece dacă un graf conex și echilibrat are mai mult de un vârf, atunci conține un lanț Euler care trece prin toate vârfurile Să considerăm un grafic direcționat G cu vârfurile vi, , și un arc de la Vj la pentru fiecare k din stiva j Câștigarea unui astfel de joc echivalează cu parcurgerea lanțului Euler în acest grafic direcționat (într-adevăr, dacă jocul este câștigător, atunci cartea finală răsturnată trebuie luată din teancul central; prin urmare, acest grafic este echilibrat) Acum, dacă jocul este câștigător, digraful indicat este un subarbore direcționat conform Lemei E În schimb, dacă digraful indicat este un arbore direcționat, atunci jocul este câștigător prin Teorema D JE Un astfel de răspuns poate fi obținut prin enumerarea laborioasă a arborilor direcționați de tip special, aplicarea de funcții generatoare etc , pe baza rezultatelor din secțiunea (Așa a obținut prima dată autorul acest rezultat ) În plus, acesta poate fi obținut din următoarea demonstrație directă foarte simplă Să stabilim ordinea de întoarcere a tuturor cărților din pachet Jucăm în solitari conform regulilor de mai sus până când situația devine de nerezolvat, apoi trișăm răsturnând prima carte disponibilă (găsind prima grămadă care nu este goală, mișcându-ne în sensul acelor de ceasornic de la grămada ) și continuând să jucăm la solitaire, ca mai înainte , până când în cele din urmă toate cărțile sunt întoarse Cărțile din această ordine de întoarcere vor fi ordonate complet aleatoriu (deoarece valoarea cărții va trebui să fie cunoscută numai după ce va fi răsturnată) Prin urmare, problema este doar în calcularea probabilității ca într-un pachet de cărți complet amestecat, ultima carte să fie „regele” Într-o formulare mai generală, probabilitatea ca k cărți să rămână cu fața în sus la sfârșitul jocului este egală cu probabilitatea ca ultima carte rege din pachetul de cărți amestecat să fie urmată de k cărți, și anume ! ( ~*) П ■ Prin urmare, jucând sincer, fără a înșela, în medie, va trebui să predați exact , cărți pe joc Cometariu În mod similar, se poate demonstra că probabilitatea ca un jucător să trișeze de k ori în procesul descris mai sus este exact egală cu numărul Stirling [^D]/ ! (vezi ecuația -( ) și exercițiul - ; un caz mai general este considerat în exercițiul - ) (a) Dacă există un ciclu (Vo, , , ) în care pentru toate j > , deoarece, altfel, întregul j-lea rând conține zerouri și evident că nu există subarbori orientați În continuare, folosim metoda inducției asupra numărului de arce Dacă ac > , atunci fie e un arc care iese din V); fie Bo o matrice ca A , dar cu e eliminat, și fie Co o matrice ca A , dar cu toate marginile eliminate, cu excepția ei care iese din Vj Exemplu Dacă Ao = ( ț j), j = și e este un arc de la V) la Vo, atunci Bo = ( Co = ( } °) • În general, obținem det Ao = det Bo + det Co, deoarece în toate rândurile acestor matrici coincid, cu excepția rândului j, iar rândul j al matricei Ao este egal cu suma lui jy și anume, prin inducție este egal cu det Bo) plus numărul de subarbori care conțin muchia e (și anume, det Co) Remarci Matricea A este adesea numită laplacianul acestui graf, prin analogie cu un concept similar din teoria ecuațiilor diferențiale parțiale Când se elimină orice set S de rânduri din matricea A și același set de coloane, determinanții matricei rezultate vor fi egali cu numărul de arbori orientați ale căror rădăcini sunt vârfuri {IA | la € S} și ale căror arce aparțin digrafului dat Teorema matricei arborelui a fost formulată pentru prima dată fără dovezi pentru arbori orientați de către J J Sylvester în (vezi exercițiul ), apoi a fost uitată mult timp până când a fost reexaminată de W T Tutte (W T Tutte) [Proc Cambridge Phil soc ( ), - , § ] Dovada sa pentru cazul special al grafurilor nedirecţionate, când matricea A este simetrică, a fost publicată pentru prima dată de C W Borchardt [CreLe ( ), - ] Unii autori atribuie demonstrația acestei teoreme lui Kirchhoff, dar el a dovedit un rezultat complet diferit (deși aproape) Folosind ex , obținem B = Ao Ao Sau, folosind ex , constatăm că matricea B este matricea Ao a graficului direcționat G’, în care fiecare muchie este înlocuită cu două arce (câte unul pentru fiecare direcție) Fiecare subarbore liber al graficului G corespunde singurului subarbore orientat al graficului G’ cu rădăcina vb>, deoarece direcțiile arcelor sunt determinate de alegerea rădăcinii Construiți matricele A și A" în același mod ca în exercițiul De exemplu, pentru graficele G și G *, prezentată în fig și , obținem [ ] [ ] [douăzeci] / - \ [ ] A \u d I - - , A * \u d [ ] \- - / [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] - - °\ - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - / Adăugați valoarea incertă A la elementul din colțul din stânga sus al matricelor A și A* (în acest exemplu, obținem + A în loc de ) Dacă t(G) și t(G*) sunt numărul de subarbori direcționați din graficele G și respectiv G*, atunci obținem t(G) = A- (zi + l)detA, t(G*) = A m(n + ) det A* (Numărul de subarbori direcționați ai unui grafic echilibrat este același pentru orice alegere de rădăcină conform exercițiului ) Dacă grupăm vârfurile v}>: pentru k egal, atunci matricea A* poate fi împărțită așa cum se arată mai sus Fie Вккі o submatrice a matricei A*, care constă din rânduri pentru vârful Vjk și coloane pentru vârful Vrk' pentru toate j și j' astfel încât Vjk și VyV aparțin graficului G* Adăugarea coloanei a -a, , luna a fiecărei submatrice cu prima coloană și apoi scăderea primului rând al fiecărei submatrice din rândul al doilea, , luna, matricea A* poate fi redusă la următoarea formă: /akk'**\(akk+afd* • —A =i( 'oj'o ^ * a> - ■ ■ - Jfe - - » , (*) unde indicii (io, ii, , ik-i) sunt diferiți și indicii (jo,ji, ■ ■ ■ Suma dintre toți termenii care conțin (*) ca factor, este un determinant, care se obține cu condiția ca : definim un fragment care ar trebui să fie într-o zonă în formă de cruce cu o înălțime și lățime de " - , iar interiorul crucilor conține un fragment Na Nb " de forma N Nd, care se repetă pe întregul plan De exemplu, după pasul , conținutul blocurilor de x de pe întregul plan va fi separat unul de celălalt prin dungi de lățime unitară la fiecare opt unități Blocurile x cu Na-tetradă în centru au forma aa PKQ ab PQP aa rq ab ypj dNa yRB SQK ■yLJ &Nb yPB ac ȘDS ad PQTY ac ȘBS ad yPQ ăPJ URHV SNa yRQ RB '•fRB aa UK ab ȘDP aa [ BK ab -yTJ SNc ySB ăDS yST ăNd -yTB ac PQS ad j DT ac BS ad „Cruce” formează coloana din mijloc și rândul din mijloc, care sunt completate la pasul ; celelalte patru pătrate de x sunt completate în pasul ; pătratele din dreapta și de jos ale acestui pătrat de x fac parte din crucea de x care este completată la pasul O construcție similară, care conduce la un set de doar de tipuri de tetrade și conține doar soluții toroidale, poate fi găsită în R M Robinson, Inventioncs Math ( ), - Robinson a demonstrat, de asemenea, un set de șase forme pătrate care acoperă planul doar într-un mod non-toroidal, chiar folosind rotații și oglindire În , Roger Penrose a descoperit un set de două poligoane care se bazează nu pe o rețea pătrată, ci pe un raport „de aur”, și acoperă întregul plan doar aperiodic Aceasta conduce la un set de numai tipuri de tetrade cu doar soluții non-toroidale [cf B Griinbaum și G C Shephard, Tilings and Patterns (Freeman, ), capitolele - ; Martin Gardner, Penrose Tiles to Trapdoor Ciphers (Freeman, ), capitolele - ] Lasă balena să fie fixată Să considerăm un arbore direcționat, fiecare vârf al căruia reprezintă, pentru unele n, una dintre partițiile { , ,n} în k părți care nu conțin progresii aritmetice de lungime m Nodul care reprezintă partiția { , ,n+ } , este un copil al uneia dintre partițiile { , , n} dacă ambele coincid în partea { , , n} Dacă ar exista o cale infinită de la rădăcina acestui arbore, ar fi posibilă împărțirea tuturor numerelor întregi în k mulțimi fără progresii aritmetice de lungime m Prin urmare, prin lema arborelui infinit și teorema lui van der Waerden, acest arbore este finit (Dacă k = și m - , structura sa poate fi determinată destul de rapid manual, iar cea mai mică valoare a lui N va fi ) Numerele întregi pozitive pot fi împărțite în două astfel de mulțimi So și Si care nu conțin o secvență calculabilă infinită (vezi exercițiul - ) Astfel, în special, ele nu conțin o progresie aritmetică infinită Teorema K nu se aplică aici deoarece nu există nicio modalitate de a include soluții parțiale într-un arbore cu grade finite la fiecare vârf Să numim un contraexemplu al unei secvențe o succesiune infinită de arbori pentru care teorema lui Kruskal este încălcată, dacă astfel de secvențe există Să presupunem că această teoremă este falsă, caz în care să fie Ti un arbore cu numărul minim posibil de noduri astfel încât Ti să fie primul arbore în contraexemplul secvenței Dacă se alege Ti, Tj, fie Tj + i un arbore cu numărul minim posibil de noduri astfel încât Ti, , Tj, Tj+i să fie începutul contraexemplului secvenței Acest proces definește un contraexemplu al secvenței {Tn} Niciunul dintre arborii T nu este doar o rădăcină Să luăm acum în considerare această secvență mai îndeaproape (a) Să presupunem că există o secvență Tn, Tn , , al cărei contraexemplu este Z(Tni), (Tn ), Acest lucru este imposibil, deoarece șirul Ti, , Tn-i , Z( Tni), (TP ), ar fi un contraexemplu al unei secvențe, care contrazice definiția lui TP (b) Prin (a) există doar un număr finit de j pentru care l(Tj) nu poate fi încorporat în (Tj) pentru orice k > j Prin urmare, pentru pi mai mare decât astfel de j, se poate obține o subsecvență pentru care (TPi) C (TP ) C (Tpz) Q ■ ■ ■ ■ (c) Acum, conform rezultatului ex - r(Tn>) nu poate fi introdus în r(TPk) pentru orice k > j, deoarece altfel Tnj C TPk Prin urmare, Ti, , Tni i, r(Tni), r(Tn ), este un contraexemplu de succesiune Dar acest lucru contrazice definiția TP Remarci Kruskal în lucrarea sa [Trad amer Matematică soc ( ), - ] a dovedit de fapt un rezultat „mai puternic” bazat pe o noțiune de inserție „mai slabă” Teorema lui nu rezultă direct din lema arborelui infinit, deși cele două rezultate sunt în general similare Într-adevăr, König a dovedit un caz special al teoremei lui Kruskal că nu există o succesiune infinită de m-tuple incomparabile în perechi de numere întregi nenegative, unde comparabilitatea înseamnă că toate componentele unui tuplu sunt mai mici sau egale cu componentele corespunzătoare ale altui tuplu Matematikai es Fizikai Lapok ( ), - ] Dezvoltarea ulterioară a acestui subiect interesant poate fi găsită în J Combinatoria! Theory A ( ), - și N Dershowitz [N Dershowitz, Inf Proc Scrisorile ( ), - ] SECȚIUNEA In A(z) = In z + Y ak j ) = In z + ak^ = In z + Y • fc>ik,t>i t>i Diferențiând și echivalând coeficienții zn, obținem identitatea pa^-i = ] do,rfДп-ьi—k, k> d\k și apoi modificați ordinea însumării (a) A(z) converge cel puțin pentru \z\ ez'i>iz\ este clar că din t!>(z) = m rezultă că z Qo V'(-z) Astfel, a J /\Jn/ cinci с„ = у , J + +■■ Prin urmare, obținem C(z) + - z = ( - z)"ci ( - z ) C ( - r )" = exp(C(z) + |c(z ) + •••) Prin urmare C(z) = z + z + z + z + z + z + z + z + z + • • • Pentru ti > , numărul de rețele seriale-paralele cu muchii ti este sp [vezi R A MacMahon, Proc London Math soc ( ), - ] zG(z) = G(z)- -zG(z ); G(z) = + z + z + z + z + z + Uz + z + z + z + • • • Funcția F(z) = - zG(z) satisface relația mai simplă F(z ) = z + F(z) [JHM Wedderburn, Analele matematicii ( ), - ] gn = sap~ / ( + s(Y, X), atunci există un centroid în subarborele Y al lui X Prin urmare, dacă doi liberi arborii cu m vârfuri sunt legați printr-o muchie între nodurile X și Y, obținem un arbore liber în care s(X, Y) = m - s(Y, X) și în care trebuie să existe doi centroizi (și anume, X și Y) ) [Ar fi un exercițiu de programare grozav să creați un program pentru a calcula greutățile s(X, Y) pentru toate nodurile adiacente X și Y în pași deci numărul de arbori t-ari este egal cu + tn\ (^n\ n / + tn \ n J (t - )n + ' Să considerăm un grafic direcționat care are un arc de la V la V) pentru toate i j Matrix Ao din ex - este o matrice combinatorie (n - ) x (n - ) cu n - intrări diagonale și - intrări în afara diagonalei Prin urmare, determinantul său este egal cu (n + (n - )(- )K~ = n~ , adică numărul de arbori orientați cu o rădăcină dată (Rezultatul exercițiului - ar putea fi folosit și aici ) * * ' Da, așa este, deoarece această rădăcină nu va deveni frunză până nu vor fi îndepărtate toate ramurile În reprezentarea canonică Vi, Vz, , Vn-i, /(Vn-i) este un tip topologic de arbore direcționat, care este considerat ca un graf direcționat Dar, în general, această ordine poate să nu corespundă cu ordinea de ieșire din algoritmul T Pentru a determina valorile lui Vi, Vr, , Vp i, algoritmul T poate fi modificat în mod corespunzător dacă operația de inserare în coadă la pasul Tb este înlocuită cu o procedură care ajustează legăturile în așa fel încât elementele listei sunt aranjate de la început până la sfârșit în ordine crescătoare Această coadă devine apoi o coadă prioritară (Cu toate acestea, o coadă de prioritate generică nu este necesară pentru a găsi reprezentarea canonică Trebuie doar să treacă prin vârfurile la n, căutând frunze în timp ce decupează toate căile din frunzele noi care sunt mai mici decât indicatorul tăiat; vezi exercițiul următor ) D Setați C[ ] p și f(a,) = k Deoarece ar sunt doar jumătate din numerele obținute în exercițiu - , deoarece conform gramaticii lui Pratt, arborele asociat are voie să aibă o rădăcină cu gradul Valoarea asimptotică se calculează în exercițiu - În mod curios, valoarea [z ] G(z) = pare să fi fost găsită de Hiparh în secolul al II-lea î Hr e ca număr de „propoziții complexe afirmative care pot fi deduse din doar zece propoziții simple”; vezi R P Stanley, AMM ( ), - ] Niciuna, dacă / - min + min - Zpd -!-••• (vezi exercițiul - ) In caz contrar (prin - ni -I - - pt - )! / tg ! ts! tit! Pentru a demonstra acest rezultat, amintim că un arbore neetichetat cu n = cu - - • • • -n noduri este caracterizat printr-o succesiune di di dn de grade de noduri în ordine inversă traversării (Secțiunea ) Mai mult decât atât, o anumită secvență de grade corespunde unui arbore dacă și numai dacă S*= (l - > pentru , și anume, coeficientul polinomial / - \ y Cu , P , ,Pt ) minus numărul de astfel de secvențe di dn pentru care * ( - d;) Aceste secvențe pot fi enumerate după cum urmează Fie t valoarea minimă astfel încât ^= ( - d;) [Algebra Universalis ( ), - ] Metodele descrise mai sus pot fi generalizate și arată că numărul de păduri ordonate și neetichetate cu f arbori și n} noduri de gradul j este (mi - )! f/thio! ts! pt!, dacă condiția po = f + n + mіz + • • • este îndeplinită Se consideră numărul de arbori cu n i noduri etichetate cu numărul , cu n noduri etichetate cu numărul etc , astfel încât fiecare nod cu eticheta (numărul) j are gradul e} Fie acest număr c(ti, n , ■ ■ ■) cu puteri fixe ei, e , Funcția generatoare G(zi, z , ) = ȘJc(ni, n , )z ^ z£ satisface identitatea G = z\Gei -I zTG~r, deoarece ZjG* numărul j Conform rezultatului exercițiului anterior (mrі + + - L, if ( - edmіі + ( - ) + ••• = !; ! P - ■ ■ ■ altfel În general vorbind, deoarece G^ enumerează toate pădurile ordonate cu astfel de etichete, pentru numere întregi / > obținem W{= Y(n +m + )!|/ znt n —J ! tg ! /=( -еі)пі+( -е )п + - С(ті , , • • • ) = ' Aceste formule au sens atunci când r = oo și sunt în esență echivalente cu formula de transformare Lagrange inversă SECȚIUNEA Există (?) astfel de arbori în total, deoarece nodurile numerotate - pot fi atașate în oricare dintre cele locuri de sub nodurile - După metoda de inducție pe m, această condiție este necesară Si invers gura, dacă ,J = , trebuie să construiți un arbore binar extins cu lungimi de cale , , It Dacă m - , avem Zi = , iar construcția devine trivială Altfel, putem presupune că I sunt ordonate astfel încât h = I = • • • = Ich > Ich+i > Ich+ > • • • > Im > pentru unele q cu lj+i, deoarece acest arbore este optim Construcție de la răspunsul la ex vă permite acum să obțineți un alt arbore cu aceleași lungimi și greutăți de cale în secvența corespunzătoare De exemplu, arborele ( ) ia forma k+lssn- r+s+n- =r (b) Luați derivata parțială în raport cu w zB(w, wz)(Bw(tv, wz) + zB;(w, wz)) = Bw(w, z) Prin urmare, dacă H(z) = Bsh( ,z) = găsim H(z) = zB(z)(H(z) + zB'(z)) Din- formula cunoscută pentru B(z) ut \ ( -r L , n + / m\ ѵ ' - z z \x/ - r ) r + V n ) Valoarea medie este egală cu hn/bn (c) Asimptotic, această expresie este egală cu n/mn - m + O(y/n) [Cm soluții la probleme similare în lucrările lui John Riordan, IBM J Res si Devei ( ), - ; A Renyi și G Szekeres, J Australian Math soc ( ), - ; John Riordan și NJA Sloane, J Australian Math soc ( ), - ; și, de asemenea, wupr - ] tg + s - = tn E = (t - ) + tn Însumând pe părți, obținem din dreapta este valabilă pentru k astfel încât • • • > A[J] este coada de greutăți interne neutilizate, care este gol în cazul în care j k și cozile conțin un total de k greutăți neutilizate Dacă A[y\ A[j ] ) Dacă A[r] , deoarece J (l + e)/jwj = + eEwjZj + O(e ) D Stot Parker a arătat că un algoritm ca al lui Huffman poate găsi și valoarea minimă a lui wiz + • • • -wmxlm când Zj + , ca în ex Aceeași dovadă poate fi folosită pentru multe alte tipuri de arbori optimi, inclusiv arborele din Exercițiu (a) La fel ca în ex (b) Funcția f(ri) poate fi extinsă la o funcție concavă Y(m), și de aceea inegalitatea indicată este valabilă Atunci F(m) este minimul sumei Ș JLV unde sj sunt greutățile nodurilor interne ale arborelui binar extins cu ponderi , , , Algoritmul Huffman, care permite în acest caz construirea unui arbore binar complet cu m - noduri interne, duce la construirea arborelui optim Alegerea valorii k = ^lg(n/ )l definește un arbore binar cu aceleași ponderi ale nodurilor interne, deci pentru acesta relația de recurență atinge valoarea minimă pentru toți n [SIAM J Appl Matematică ( ), - ] Valoarea lui F(n) poate fi estimată în trepte O(log i) (vezi Exerciţiile - şi - ) Dacă funcția f(n) este convexă și nu concavă (și prin urmare D V(n) > ), atunci soluția pentru această formulă recursivă se va obține pentru k = [n/ ] SECȚIUNEA Să alegem o parte a poligonului și să o numim bază Pentru o anumită triangulare (adică, disecția unui poligon în triunghiuri), fie triunghiul de bază să corespundă rădăcinii arborelui binar, iar celelalte două laturi ale acestuia definesc bazele subpoligoanelor din stânga și din dreapta, care în același mod corespund cu subarborele din stânga și din dreapta Vom efectua aceste acțiuni recursiv până când ajungem la poligoane cu două fețe care corespund arborilor binari gol Formulând diferit corespondența, notăm muchiile nebazice ale poligonului triangulat cu numerele întregi , , n; când două laturi adiacente ale unui triunghi sunt etichetat în sensul acelor de ceasornic cu a și fi, marcați a treia latură ca (av) Apoi eticheta bazei caracterizează arborele binar și triangulația De exemplu, un poligon corespunde arborelui binar -( ) (a) Luați latura de bază descrisă în exercițiul și atribuiți-i d succesori dacă această latură aparține unui (d + )-gon într-un r-gon tăiat de diagonale Apoi celelalte d laturi sunt bazele subarborilor Astfel, este definită corespondența dintre problema Kirkman și toți arborii ordonați cu r - noduri frunză, k + noduri non-frunze și niciun nod de grad (Pentru k = r - obținem aceeași situație ca în Exercițiul ) (b) Există șiruri didi dr+k de nenegative numere întregi astfel încât r - numere din d sunt egale cu , niciunul dintre ele nu este egal cu , iar suma este egală cu r + k - Exact o permutare ciclică a permutărilor dydi dT + k, di ■ ■ dr+kdi, , dr+kdi dr+ki satisface proprietatea suplimentară: ^ J= ( - d ) > pentru , când a este în partea de prefix a lui a (cu alte cuvinte, dacă a = afi implică faptul că că S(a) > ); în caz contrar, vom numi șirul Folosind condiția (*), putem demonstra că acest model este o chenar, i e (u, v)(u + , V + ) - (u, V + )(u + , v) = , deoarece din det L = det R - rezultă că det a = Pentru exemplul considerat aici triangulație obținem următoarele Relația (u, v) = definește muchiile triangulației, astfel încât triangulațiile diferite produc granițe diferite Pentru a completa dovada unu-la-unu corespondență, trebuie arătat că fiecare model de margine (m - )-linie, compus din numere întregi pozitive, poate fi obținut pe baza unei triangulații Extindeți modelul arbitrar dat de m - rânduri inserând un nou rând de sus și un nou rând de lune de jos, care constau numai din zerouri Să notăm acum toate elementele din rândul prin simbolurile ( , ), ( , ), ( , ), etc , iar pentru toate numerele întregi nenegative u ); de aici rezultă că (t + l,v) = , adică de ex a primit o contradicție Cazul S v + atunci ca rezultat obținem ( , u + ) (u, u + ) = ( , u) + ( , m+ ); prin urmare ( ,m+ ) - ( ,m+ ) > ( , u + ) - ( , u) dacă și numai dacă (u, u + ) > Această proprietate nu este valabilă pentru toate și în intervalul , atunci doi nu pot fi plasați consecutiv în al -lea rând, deoarece din (u, u + ) = (u + , u + ) = rezultă că (u, u + ) = Prin urmare, o margine cu m linii poate fi redusă la o altă margine cu o linie mai puțin Următorul este un exemplu de turnare a unui chenar cu șapte linii într-un chenar cu șase linii a b c d+ e+ y z p q c+rd e u+y vw și q+v g s și q+v g s i+y v w p q c+rd e y z a b c d+ e a b c d e y z p q g s și ѵ w și vw p q g s y z a b c d e Granița redusă corespunde unei anumite triunghiuri, care se dovedește prin inducție, iar marginea neredusă corespunde adăugării unui alt triunghi [Matematică Gazette ( ), - , - ; Conway și Guy, Cartea numerelor (New York: Copernicus, ), - , - , - ] Remarci Această demonstrație demonstrează că o funcție (u,v) definită pe o triangulație folosind matrice x satisface condiția (***) ori de câte ori (i,u,v,w) sunt laturile unui poligon în ordinea acelor de ceasornic săgeată Fiecare funcție (u, v) poate fi reprezentată ca polinom în numerele a = (j - , j + ) Aceste polinoame sunt identice cu continuele din Secțiunea , cu excepția semnelor termenilor individuali Într-adevăr, (j, k) = (r ra*>-i)- Astfel, (***) este echivalentă cu identitatea Euler pentru continuanți ca răspuns la ex - Matricele L și R au o proprietate interesantă: orice matrice x de numere întregi nenegative cu determinant egal cu poate fi reprezentată unic ca produs al lui L și R Există, de asemenea, câteva alte relații interesante, de exemplu, numerele din rândul al graniței întregi indică numărul de triunghiuri care ating fiecare vârf al poligonului triangulat corespunzător Numărul total de cazuri în care (u, v) - în regiunea principală ) = dacă și numai dacă u- și v- sunt opuse vârfurile a două triunghiuri adiacente coardei O altă interpretare a funcției (u, u) a fost propusă de D M Brolin (D M Broine), D W Crowe (DW Crowe) și I M Dedicata ( ), - ] Valoarea acestei funcții este egală cu numărul de moduri în care este posibil să se stabilească o corespondență pentru ѵ - și - vârfuri între muchiile u și ѵ - cu diferite triunghiuri adiacente acestor vârfuri SECȚIUNEA Structura Listei este un grafic direcționat în care arcele care ies din vârfuri sunt ordonate și unele vârfuri cu grad zero de ieșire sunt desemnate ca atomi Mai mult, există un vârf S astfel încât să existe o cale direcționată de la S la V pentru toate vârfurile lui V S (Dacă direcțiile arcelor sunt inversate, atunci S devine o rădăcină ) Nu chiar, deoarece link-urile firelor în vizualizarea obișnuită duc la nodul părinte PARENT, care nu este singurul pentru subliste Poate pentru aceasta puteți folosi cele propuse în ex - o idee sau o metodă similară (dar această idee nu a fost încă aplicată la momentul scrierii acestei cărți) După cum sa menționat deja în această secțiune, vom demonstra că P = PO la sfârșitul algoritmului Dacă trebuie marcat doar nodul RO, cu siguranță algoritmul funcționează corect Dacă trebuie să etichetăm n > noduri, avem ATOM(PO) = Apoi la pasul E ALINK(PO) K, atunci treceți la pasul H ; în caz contrar, setați NODE(L) K, atunci setați ALINK(L) K, atunci setați BLINK(L) L, atunci fie (LI, P ) noul element din vârful stivei Repetați acest pas În caz contrar, setați SIB(Pl) Q, sau, dimpotriva, parcurge linkurile PREV ale celei mai mari si afla daca apare cea mai mica O ușoară creștere a vitezei pasului C poate fi obținută prin adăugarea unui nou câmp de legătură SIB (P) = CHILD(PARENT(P)) Creșterea vitezei va fi mai semnificativă dacă legăturile CHILD și SIB sunt modificate în așa fel încât NUME(SIB(P)) > NUME(P) Acest lucru va accelera semnificativ căutarea la pasul C , deoarece va necesita o singură trecere prin fiecare familie pentru a găsi membri similari Prin urmare, această modificare elimină singura operațiune de căutare din algoritmul C Algoritmii A și C pot fi modificați cu ușurință cu ajutorul propus interpretare, iar cititorului va fi util să o efectueze ca un exercițiu interesant (Cu toate acestea, având în vedere frecvența relativă a comenzilor MOVE CORRESPONDING și dimensiunea tipică a grupurilor de familie, creșterea vitezei rezultată nu este atât de semnificativă după difuzarea unor programe COBOL reale ) Pașii B -B rămân aceiași, dar ceilalți pași vor arăta așa LA Setați la - la + , R M, se raportează că cantitatea necesară de memorie nu poate fi alocată, în caz contrar setați AVAIL „- AVAIL + N Pentru a elibera aceste N cuvinte, setați pur și simplu AVAIL DIMENSIUNE (P) A SUB , (DIMENSIUNE) g A DIMENSIUNE(P), setați R +- Q și M +- DIMENSIUNE(P) Apoi setați Q "- P și reveniți la pasul A A [Este găsit blocul?] Dacă R = R, algoritmul eșuează În caz contrar, setați Q + - R, P + - LINK(Q) și mergeți la pasul A | Evident, dacă avem noroc și găsim un bloc cu SIZE(P) = N, atunci a fost găsit cel mai potrivit bloc și căutarea ulterioară se oprește în acest moment (Dacă sunt folosite doar câteva dimensiuni diferite de bloc, acest lucru se întâmplă destul de des ) Folosind o metodă de „limită marcată” precum cea utilizată în algoritmul C, este posibil să păstrați lista AVAIL sortată după dimensiunile blocurilor În acest caz, durata medie a căutării poate fi redusă la jumătate din lungimea listei (sau chiar la o valoare mai mică) Cu toate acestea, cea mai bună soluție pare să fie plasarea listei AVAIL în structura B-tree descrisă în Secțiunea dacă lista este suficient de mare Trebuie să faceți următoarele modificări Pasul B : În loc de „P > RO”, introduceți „P > RO” PAS: introduceți „Dacă PO + N > P și R L, setați P PO”, iar în loc de „SIZE(Q) + -SIZE(Q) + N” - „SIZE(Q) •e -PO+NQ” Dacă PO > ROVER, la pasul Bl în loc de Q + - LOC(AVAIL) puteți seta Q + - ROVER Dacă există n elemente în lista AVAIL, numărul mediu de iterații în pasul B este ( n + )(n + )/ (n + ) = + I + O(i) De exemplu, dacă n = , va fi primit situații echiprobabile în care P și P indică două blocuri libere existente P N, mergeți la pasul A ; în caz contrar, setați P + - LINK(P) și reveniți la pasul A A Setați ROVER +- LINK(P), K +- SIZE(P) - N Dacă K ), setați LINK(LINK(P+ )) +- ROVER, LINK(ROVER+ ) +- LINK (P + ), L s LD (LINK) r/ M - k rll = k, rI = j, rI = j -k, rI = L, LOC(AVAIL[j]) = AVAIL + j Presupunem că există un tabel auxiliar TWO[j] = J stocat în celulele TW + j pentru P, setați L P JMP B A S LD DISPONIBIL,l(LINKF) S Listare ENNA DISPONIBIL, STA ( : ) TAG(L) ) Acum fiecare vizitator numără , , , , , , , de la stânga la dreapta, care are goluri egale pe ambele părți, se ridică și pleacă Fiecare interval impar împiedică cel mult unul dintre vizitatori să plece, așa că vor pleca cel puțin persoane Mai sunt doar - x locuri pentru a planta perechile care au intrat, ceea ce se dovedește brusc a fi ( - x) / Demonstrația se generalizează ușor: N(n, ) = [( n - )/ ] pentru n > )/ ] local] Împărțiți memoria în trei regiuni independente de mărime N(Tii, m), N(ri , mn) și N( m - , m) Pentru a procesa o cerere de alocare de memorie vom plasa fiecare bloc în prima zonă pentru care nu va fi depășită capacitatea specificată, folosind strategia optimă adecvată pentru această zonă O astfel de alocare nu poate să nu funcționeze, deoarece dacă este imposibil să executați o interogare pentru x celule de memorie, atunci trebuie să existe un minim de x celule deja ocupate Acum, dacă /(n) = N(ti, m) + N( m - , mn), atunci /(n) satisface proprietatea de semi-aditivitate /(ni + nj) Este ușor de arătat că factorul pentru cele două dimensiuni de bloc, și b, este - /b, deci N( ) > j Metodele lui Robson conduc la concluzia că N( ) , • ,bp}, astfel încât N(ti) = N( { , , , ti}) Robson și S Krogdahl au descoperit că N({bi,b , ■ ■ ■ ,bn}) = n - (bi/b + ■ ■ ■ + bn-i/bn) când bn este un multiplu al b ,-i, pentru + |[lgnj El a determinat, de asemenea, limita superioară N(ti) + ••• + bn i/bn), dar, din păcate, nu este cazul, deoarece Robson a demonstrat că N({ , }) > £ (Vezi Inf Rtos Letters ( ), - ; JACM ( ), - ) Luați în considerare suportul pentru blocuri de k: fie cererile pentru dimensiunile , , , , fc vor provoca periodic o scindare a unui nou bloc de k, fie va fi returnat un bloc de această dimensiune Se poate demonstra prin inducere pe k că memoria totală consumată de o astfel de împărțire a blocurilor nu depășește niciodată kn După fiecare solicitare de împărțire a unui bloc de dimensiunea fc+ , nu se utilizează mai mult de kn celule de memorie la împărțirea a ^-blocuri și nu mai mult de n celule de memorie fără împărțire Dovada poate fi consolidată arătând că celulele amn sunt suficiente, unde ao = și ab = + afc i(l - ~k) Avem k = ok - ? - Z n Z o ° A ^ În schimb, pentru m ( + jk)n Deși algoritmul său pare foarte asemănător cu sistemul twin, va avea ca rezultat ca sistemul twin să nu fie la fel de bun, chiar dacă pașii R și R sunt modificați pentru a selecta cele mai bune blocuri de J posibile pentru împărțire De exemplu, luați în considerare următoarea secvență numărul de „instantanee” de memorie pentru n = n = - - - - - - - - - - - - Aici înseamnă o adresă liberă, iar k este începutul blocului k Există și o secvență de operații, când n este un multiplu de , ceea ce duce la umplerea blocurilor de dimensiunea cu | și alte n blocuri cu | Dacă n este un multiplu de , cererile succesive pentru blocuri de dimensiunea vor necesita mai mult de , n celule de memorie (Sistemul de gemeni permite ca -urile nedorite să se „strecoare” în ^nus -blocuri, deoarece nu există alte -uri libere de împărțit în momentul critic; algoritmul „cel mai din stânga” păstrează toate -urile mărginite ) Putem presupune că m > Ideea principală este de a stabili modelul de angajare Dm- (E'm- Ri)A: la începutul memoriei pentru k = , , , unde R și F reprezintă blocuri alocate și libere de dimensiunea j Trecerea de la la la la + începe cu Rm- ( Fm- Rl)k -> Rm- (Fm- Rl)k Rm- Rm- —> Rm- (Fm- Rl)k F rn -iRm- —> Rm- ( Fm- Rl)kl RmRm- RlRm- — Rm- (Fm- Rl)k FmRm-sRl ! apoi secvența de comutare Fm RiFmRm Ri - Fm RiRm- R Rm- Ri - F m-iR Rm- Rl -> Rm Rm- R R Rm- R -> FrnRm-t,RlFTn- Rl FOLOSIT de k ori până când FmRmFm- R este primit -> F m-t>Ri(Fm- Ri)k -> Rm (Fm- Ri)k+ ■ În cele din urmă, când k devine suficient de mare, există o fază finală care provoacă o depășire, cu excepția cazului în care dimensiunea memoriei nu depășește ( n - m + )(m - ) O descriere detaliată poate fi găsită în Comp J ( ), - [Rețineți că cel mai rău caz posibil, care începe cu modelul Fm-iRiFm-iRiFm-iRi ■ • , este doar puțin mai rău decât acesta; un astfel de model poate fi generat de strategia „next-fit” discutată în Ex ] Să arătăm că dacă t>i, t> , este o succesiune de numere astfel încât că £>i/m + £>r/(m + ) -F £>m/( m - ) > pentru toți m > și dacă Cm = Di II + D I + • • • + Dm/m, apoi Vff(h, m) și presupunem că o anumită cerere pentru un bloc de dimensiunea m nu poate fi satisfăcută prin alocarea de Nm celule de memorie din stânga Atunci m > Pentru Nm - m + Atunci intervalul Nj] conține cel puțin [j(Nj - Nj-ij/^m + j - )] de celule ocupate, deoarece dimensiunile blocurilor libere din el sunt mai mici de m, iar dimensiunile blocurilor sale rezervate > j Rezultă că n - m nu este mai mic decât numărul de celule ocupate, iar acesta din urmă nu este mai mic decât = m^/( m-l)-(ml) Jț ^/(m+j)(m+jl) > m Vm/( m-l)-m-(m - l)^^ M(l/(m+jl)-l/(m+j)) = nDj/(m+jl)-m > n - m, ceea ce duce la o contradicție [Aici se dovedește puțin mai mult decât este necesar Dacă D este definit ca Di/m + • • • + Dm/( m - ) = , atunci secvența Ci, Cr, va fi , |, ; rezultatul poate fi îmbunătățit chiar și pentru m = , ca în ex ] fF- ( /JV)], , [F^G/V/AT)] ANEXA A TABELE ALE VALORILOR UNOR CONSTANTE tabelul VALORI UTILIZATE FRECVENT ÎN SUBPROGRAMELE STANDARD ȘI ÎN ANALIZA PROGRAMELOR DE CALCULATOR ( DE CIFRE ZECIMALE) V = у/ = ч/ = ѵІ = № = = ^ = In — ІпЗ = In = /ln - /lnlO = Г = = тг/ = /тг = тг = = Г( / ) = g ( / ) = , G ( / ) = E = /E = = , IP G = F = E = E*'/ = SIN = COSI = l/ln ^ = , -InIn = , - + + - - - - + - + + - - + + - + - + + + + - - + + + - + - - - - - VALORI UTILIZATE ÎN SUBPROGRAMELE STANDARD ȘI ANALIZA PROGRAMELOR DE COMPUTER ( SEMNE OCTALE) Valorile din stânga semnului „=” sunt în notație zecimală o i = , C , = , - , = , - , = , = = = = = = = \/ = >/ = у / = \ ĂO = ?i / - - Ip , R / \u d - іgL / -| pZ, # / - + I'g/x/z - I în , # / = - |tg - în , #z/ = + - n , # / = - |іg^ / - / - | p - |і/ Іpf, # / = | ~ / ~ / - | În + | -U În f, #z/ = I + |tg / / - | p + |l/ Ip f, # / = + | Г / / - I Ip - Ip F, # / \u d - j-rry / Z - Ip - I Ip , # / = f + I'ГV^З - p - I IP și, în general, când E; E') Expresie condiționată: înseamnă E dacă B este adevărat și E' dacă B este fals Secțiunea Sens de desemnare [ ] Funcția caracteristică a stării B; ( => ; ) S\T Diferența de set: {a a aparține lui S și a nu aparține lui T} mcd(j, k) Cel mai mare divizor comun al lui j și k: (j = k = => ; max d I , \d\j d\k / j la j coprim la k: mcd(J, k) = AT Tabel dreptunghiular transpus (matrice) A: AT[j,Â:] = A[&, j] aR Stânga inversă la a xy x la puterea lui y (când x este un număr pozitiv) xk x la puterea lui k: (k > => JJ x; /x~k] x~k Г(x + j)/Г(i) = ffe> => U(x + j); /(x + k)~k) ' ; x-/k]) / n \ Coeficient polinom (definit doar \Пі, n , , nm/ ko dacă n = nі + n + • • • + nm) Г п ] LmJ Număr Stirling de primul fel: & & • • • kp—t => x; -x) І«І Lungimea a W Cel mai mare număr întreg x: min^-r până la x mod y x modulo y: (y = => x; x - y[x/y\} x = x' (modulo y) Comparabilitate (congruență) modulo y x mod y = x' mod y mare din /(n) ca n -> oo O mare din /(z) ca z -> P(/(n)) Omega mare din /(n) ca n -> oo Ѳ(/(n)) Theta mare din /(n) ca n -> oo logb X Logaritmul unui număr x la baza b (când x > , b > și &^ ): y astfel încât x = cu În rr Logaritm natural: loge x Igz logaritmul de bază al unui număr x: log x expo: funcție exponențială a lui x: ex Secțiunea Sens de desemnare (*n) Secvență infinită X^ X^ X?, (aici n face parte din notație) GM Derivată a lui f în raport cu x f "№ Derivată a doua a lui f în raport cu x /(n)( m) n-a derivată a lui f în raport cu x: (n = => /(x); q'(x)), unde q(x) = /(n )(x) Număr armonic de ordin x: /kx n; Fn-i + Fn ) Numărul Bp Bernoulli: n! [zn] HZe? — ) det(^ ) Determinantul matricei pătrate A semn(z) Semnul lui x: [x > ] - [x ) G(x) Funcția gamma: (x - )! = y(x, oo) (x,y) Funcție gamma incompletă: Joy Constanta Euler: Iimn O(//'n - inn) e Baza logaritmului natural: n>o ^/n- D Raportul dintre circumferința unui cerc și diametrul acestuia: ^(-l)"/( n+l) n> Infinit: mai mare decât orice număr L Legătură goală (indicator fără adresă) b Șir gol (șir de lungime zero) Un set gol (un set care nu conține elemente) Ф Raportul de aur: |( + \/ ) tp(n) Funcția Euler: [k ± tg] <L<p x ky x este aproximativ egal cu y , Pg(ED) Probabilitatea ca afirmația (X) să fie adevărată pentru variabile aleatoare X EX Aşteptarea matematică (valoarea medie) a unei variabile aleatoare X: xPr(X = z) meap(h) Valoarea medie a distribuției de probabilitate dată de funcția generatoare q: ff'(l) var(<?) Varianta distributiei de probabilitate data de functia generatoare q: </'(!) +</( )-</( ) Secțiunea Sens de desemnare (min q, av x?, variabilă aleatoare cu o valoare minimă max X , dev ) mâncăm valoarea medie (așteptarea) X , valoarea maximă Xs, media abatere pătrată X p* Adresa urmăritorului în ordine directă de traversare nodul NODE(P) al unui arbore binar sau arbore , P$ Adresa succesorului în ordinea centrată de parcurgere a nodului NODE(P) al arborelui binar, după- generator de arbori cu ordine inversă de parcurgere , P# Adresa urmăritorului în ordine inversă nodul NODE(P) al unui arbore binar *P Adresa predecesorului în ordinea de transmitere nodul NODE(P) al unui arbore binar sau arbore , $P Adresa predecesorului în ordinea de traversare centrată a nodului NODE(P) al arborelui binar, predecesorul în ordinea de traversare inversă arbore , SP Adresa predecesorului în ordine inversă parcurgerea unui nod NODE(P) al unui arbore binar Sfârșitul algoritmului, programului sau dovezii u Un spațiu rA Registrul A (adunator) al calculatorului MIX rX Register X (extensie) al computerului MIX ГІ , , ГІ Index registrele , , ale calculatorului MIX rJ MIX salt J registru (L:R) Câmp de cuvinte computer MIX parțial, < L < R < OP ADDRESS,I(F) Denumirea comenzii computerului MIX , u Unitatea de timp computer MIX * „Seif” în MIXAL OF, F, F, , F "înainte" - simbol local în MIXAL OB, B, B, , B "înapoi" - caracter local în MIXAL OH, H, H, , H „aici” - caracter local în MIXAL 